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GROUPE DE PICARD DE LA VARIETE DES
THETA-CARACTERISTIQUES DES COURBES PLANES
CHRISTOPH SORGER
Re´sume´. Nous calculons le groupe de Picard de l’espace des
modules ΘP2(d) des theˆta-caracte´ristiques des courbes planes (non
force´ment lisses) de degre´ d. Nous montrons que pour d ≥ 6, le
groupe de Picard de la composante paire est engendre´ par le fibre´
de´terminant D et l’image re´ciproque L, sous le morphisme support
sche´matique, de OP(1) ou` P est l’espace des courbes de degre´ d sur
P2. Pour 1 ≤ d ≤ 4, ce groupe est engendre´ uniquement par L, le
fibre´ de´terminant e´tant trivial dans ces cas. Dans le groupe Cl des
diviseurs de Weil, le fibre´ de´terminant admet une racine: le fibre´
pfaffien P . De plus, pour d ≥ 4 pair, L aussi admet une racine
dans Cl. Si d = 5, le fibre´ pfaffien s’e´tend en un fibre´ inversible
et le groupe de Picard est engendre´ par L et P . On verra ainsi
que la composante paire de ΘP2(d) est localement factoriel si et
seulement si d = 1, 2, 3 ou d = 5. On obtient un re´sultat analogue
pour la composante impaire. Ensuite, nous e´tudions la question
d’existence d’une famille universelle sur un ouvert de l’ouvert U
des theˆta-caracte´ristiques dont le faisceau sous-jacent est stable.
Nous montrons que pour d pair une telle famille ne peut exister,
tandis que pour d impair une telle famille existe, pas sur U entier,
mais localement dans la topologie de Zariski.
1. Introduction
Le pre´sent travail poursuit l’e´tude de l’espace des modules de [11]
des theˆta-caracte´ristiques des courbes (non force´ment lisses) trace´es
sur une surface dans le cas du plan projectif. Nous calculons le groupe
de Picard des composantes irre´ductibles et e´tudions les questions de
factorialite´ locale et de l’existence d’une famille universelle.
Rappelons qu’on appelle theˆta-caracte´ristique (ge´ne´ralise´e) d’une
courbe plane un OP2-module F de dimension 1 muni d’une identifi-
cation syme´trique σ avec son ω
P2
-dual. La courbe associe´e a` (F , σ) est
de´finie par le support sche´matique de F , ie. le 0-e`me ide´al de Fitting
Pre´-publication les pour annales de la confe´rence annuelle 93 d’Europroj a´
Catania.
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de F . Le degre´ de cette courbe s’appelle multiplicite´ de F . D’apre`s
[11], il existe un espace de modules grossier ΘP2(d) pour les theˆta-
caracte´ristiques semi-stables (cf. 2.1 pour la de´finition) de multiplicite´
d. C’est une varie´te´ normale et projective de dimension d(d+3)
2
, muni
d’un morphisme
σ
Θ
: ΘP2(d) −→ P
M
avec M = d(d+3)
2
, de´fini en associant a` la classe d’une theˆta-caracte´ristique
semi-stable son support sche´matique. Au-dessus de l’ouvert des courbes
lisses, σ
Θ
est e´tale de degre´ 22g, la fibre au dessus d’une courbe lisse
C s’identifiant a` l’ensemble de theˆta-caracte´ristiques classiques sur C.
Par contre, ce morphisme n’est pas quasi-fini: si C est inte`gre la fibre
est finie si et seulement si C n’a que des singularite´s simples (cf. Cook
dans le meˆme volume); si C est a` structure multiple d’une courbe lisse
(ie. C = rC′ en tant que diviseur de Weil avec C′ lisse), la fibre contient
l’espace des modules de fibre´s ωC′-quadratiques de rang r sur la courbe
C′.
Si (F , σ) est une famille de theˆta-caracte´ristiques parame´tre´e par
une varie´te´ connexe, la dimension de l’espace des sections de Fs est
invariant modulo 2 pour s ∈ S. ([11], 0.3 ou [12]). Il s’ensuit que
ΘP2(d) a au moins deux composantes (qui seront non vide pour d ≥ 4)
correspondant aux theˆta-caracte´ristiques (F , σ) telles que h0(F) =
0 mod 2 et aux theˆta-caracte´ristiques telles que h0(F) = 1 mod 2.
Si d est impair on a une troisie`me composante, qu’on note Θcan(d),
correspondant aux theˆta-caracte´ristiques canoniques, ie. de la forme
OC(
d−3
2
), ou` C est une courbe de degre´ d. Cette composante est
toujours isomorphe a` l’espace des courbes de degre´ d sur P2. Dans
ce qui suit, on appellera paire une theˆta-caracte´ristique non canonique
telle que h0(F) = 0 mod 2. Une theˆta-caracte´ristique non canonique
telle que h0(F) = 1 mod 2 sera appele´ impaire. On notera Θp(d) (resp.
Θi(d)) la composante des theˆta-caracte´ristiques paires (resp. impaires).
D’apre`s ([11], 0.5; [1] pour l’ouvert des courbes lisses) ces composantes
sont irre´ductibles. La composante paire contient l’ouvert note´ I(d) des
theˆta-caracte´ristiques dites ineffectives (ie. h0(F) = 0), la composante
impaire contient l’ouvert note´ SI(d) des theˆta-caracte´ristiques dites
semi-ineffectives (ie. h0(F) = 1).
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Si d = 1, toute theˆta-caracte´ristique est canonique; si d = 2, Θp(d)
est isomorphe a` P5 et Θi(d) est vide. Enfin, si d = 3, Θi(d) est encore
vide, toute theˆta-caracte´ristique telle que h0(F) soit impaire e´tant
canonique.
Par normalite´ de Θp(d), le morphisme naturel
ρ : Pic(Θp(d)) −→ Cl(Θp(d))
est une injection.
The´ore`me 1.1. Si d = 3, 4, le groupe de Picard de Θp(d) est un groupe
abe´lien libre a` un ge´ne´rateur. De plus, ρ est un isomorphisme pour
d = 3; si d = 4, il est d’indice 2. Si d ≥ 5, le groupe de Picard de Θp(d)
est isomorphe a` un groupe abe´lien libre a` deux ge´ne´rateurs. De plus, ρ
est un isomorphisme pour d = 5, d’indice 4 si d ≥ 6 est pair et d’indice
2 si d ≥ 7 est impair.
En particulier, la varie´te´ Θp(d) est localement factorielle si et seule-
ment si d = 1, 2, 3 ou d = 5.
Pour l’identification des ge´ne´rateurs on conside´ra l’espace de modules
NP2(d, χ) des OP2-modules semi-stables de dimension 1, de degre´ d et de
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ. Conside´rons le morphisme d’oubli
β : ΘP2(d) −→ NP2(d, 0)
qui associe a` la classe d’une theˆta-caracte´ristique semi-stables la classe
du faisceau semi-stable sous-jacent. D’apre`s [9], NP2(d, χ) est une
varie´te´ irre´ductible, projective et normale. En outre, NP2(d, χ) est
localement factorielle et son groupe de Picard est un groupe abe´lien
libre a` deux ge´ne´rateurs, note´s LN et DN, de´finies fonctoriellement. Le
fibre´ inversible LN s’identifie a` l’image re´ciproque de OPM(1) sous le
morphisme support sche´matique σ
M
: NP2(d, 0) −→ P
M; le fibre´ DN
est le fibre´ de´terminant (cf. 2.4 pour la de´finition) Notons L et D les
images re´ciproques de LN et DN sous β. Pour d = 5, le fibre´ inversible
D admet une racine: le fibre´ pfaffien, note´ P (cf. 5.1 pour la de´finition).
Alors on a pour le groupe de Picard
Pic(Θp(d)) =

< L > si d = 3, 4
< L,P > si d = 5
< L,D > si d ≥ 6
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Soit Θosp ⊂ Θp l’ouvert des theˆta-caracte´ristiques (F , σ) tels que F
soit stable en tant que faisceau. D’apre`s [11], cet ouvert est lisse et l’on
a
Cl(Θp) = Pic(Θ
os
p (d)).
On verra aussi que si d ≥ 4 est pair, l’image de L sous ρ admet une
racine dans Pic(Θosp (d)), note´ R. Si d ≥ 5, l’image de D sous ρ admet
une racine dans Pic(Θosp (d)), le fibre´ pfaffien P. On verra qu’en fait
Pic(Θosp (d)) =

< L > si d = 3
< R > si d = 4
< L,P > si d ≥ 5 est impair
< R,P > si d ≥ 6 est pair
Ceci pre´cise l’assertion concernant la factorialite´ locale.
Pour la composante impaire, on obtient
The´ore`me 1.2. Si d ≥ 4, avec d 6= 6, le groupe de Picard de Θi(d)
s’identifie a` un groupe abe´lien libre a` deux ge´ne´rateurs: les images
re´ciproques de LN et DN. De plus, le morphisme naturel Pic(Θi(d)) −→
Cl(Θi(d)) est d’indice 2. Si d = 6, le groupe de Picard de Θi(d) a un
ge´ne´rateur de plus provenant du ferme´ des theˆta-caracte´ristiques telles
que h0(F) ≥ 3, qui est un diviseur irre´ductible pour cette valeur de d.
En particulier, pour d ≥ 4, la varie´te´ Θi(d) n’est pas localement
factorielle.
Nous de´montrerons les the´ore`mes ci-dessus en e´tudiant
- le groupe de Picard des ouverts I(d) ⊂ Θp(d) et SI(d) ⊂ Θi(d)
- les sous-sche´mas correspondant aux theˆta-caracte´ristiques spe´ciales
(ie. ni ineffectives, ni semi-ineffectives).
Le groupe de Picard de I(d) et SI(d) se calculera en utilisant le
type particulier de la re´solution minimale des theˆta-caracte´ristique
ineffectives et semi-ineffectives. Si le support sche´matique est lisse,
ce type particulier est connu de Dixon [3], Catanese [2] et Laszlo [7].
La de´monstration de Laszlo se ge´ne´ralise facilement au cas des theˆta-
caracte´ristiques a` support sche´matique quelconque. Cependant, nous
en donnons encore une autre de´monstration permettant d’obtenir un
re´sultat davantage fonctoriel et une description de la fle`che en termes
de la cohomologie d’une theˆta-caracte´ristique donne´e, ne´cessaire pour
notre propos.
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Pour l’e´tude des theˆta-caracte´ristiques spe´ciales nous de´finissons les
ensembles
Θr(d) = {[F , σ] ∈ Θ(d)/ h0(F) ≥ r + 1, h0(F) = (r + 1) mod 2}
qu’on munit de leur structure sche´matique de varie´te´ de´terminantielle
naturelle de´finie dans la section 2.3. On y re-de´montre aussi que
codimΘ(Θ
r(d)) ≤
r(r + 1)
2
,
si Θr(d) est non vide. En particulier Θ1(d) est un diviseur, si non vide,
puisque ce n’est pas une composante. L’e´nonce´ de type Brill-Noether
duquel on a besoin est le suivant:
The´ore`me 1.3. Le diviseur Θ1(d) est irre´ductible et le ferme´ Θ3(d)
est de codimension au moins deux pour tout d. Le ferme´ Θ2(d) est
de codimension au moins deux sauf si d = 6 ou` il est irre´ductible de
codimension un.
Nous de´montrons ce the´ore`me en e´tudiant les ouverts Ua(d) de Θ(d)
des theˆta-caracte´ristiques de passant pas par un point donne´ a ∈ P2.
Le point essentiel ici est le fait que ces ouverts ont une description
particulie`rement simple en termes de fibre´s de Higgs quadratiques sur
la droite projective
Enfin, nous e´tudierons la question de l’existence d’une famille uni-
verselle: Soit U un ouvert non-vide de l’ouvert des theˆta-caracte´ristiques
O-stables paires (resp. impairs). On appelle famille universelle sur U
une famille (F , σ) parame´tre´e par U telle que le morphisme modulaire
induit U −→ Θos(d) soit l’inclusion.
The´ore`me 1.4. Soit d ≥ 3. Si d est pair il n’existe pas de famille
universelle sur U. Si d est impair il existe une famille universelle
localement dans la topologie de Zariski, mais il n’existe pas de famille
universelle globalement sur Θos(d).
Notations: Par varie´te´ alge´brique on entend sche´ma de type fini,
se´pare´, sur un corps k suppose´ alge´briquement clos de caracte´ristique
0.
Si f : X −→ S est un morphisme de varie´te´s alge´briques, on note Xs
la fibre de f au-dessus du point s ∈ S et si F est un faisceau sur X, on
note Fs la restriction de F a` Xs.
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Si X est une varie´te´ de Cohen-Macaulay on de´signe par ω
X
le faisceau
dualisant. Si F est un faisceau de Cohen-Macaulay de dimension d sur
une varie´te´ de Cohen-Macaulay de dimension n, on note F∨ le ω-dual
de F ie. le faisceau Extn−dOX (F , ωX).
Si (L·, dL) est un complexe de OS-modules, on de´signe par L
·[m]
le complexe translate´ de m places a` gauche, de diffe´rentielle (−1)mdL
et par τ≤m(L
·) le sous-complexe de L de´fini par . . . −→ Lm−2 −→
Lm−1 −→ Ker(dm) −→ 0.
Si (K·, dK) est un autre complexe de OS-modules, le complexe de
OS-modules Hom
·(L·,K·) est de´fini en degre´ n par
∏
−p+q=n
Hom(Lp,Kq),
de diffe´rentielle d(f)p = dK ◦ f
p − (−1)nf p+1dL. Finalement, on note
L·∗ le complexe Hom(L·,OS).
Par D(S) on de´signe la cate´gorie de´rive´e de la cate´gorie des OS-
modules, par Dc(S) la sous-cate´gorie pleine des complexes a` cohomolo-
gie cohe´rente, par Db(S) la sous-cate´gorie pleine des complexes borne´s
a` gauche et a` droite et enfin, par Dbc(S) l’intersection dans D(S) de
Dc(S) avec D
b(S).
Remerciements: Je tiens a` remercier Joseph Le Potier pour son aide
pendant la pre´paration du pre´sent travail.
GROUPE DE PICARD 7
Sommaire
1. Introduction 1
2. Le module ΘP2(d) des theˆta-caracte´ristiques des courbes
planes 8
2.1. Theˆta-caracte´ristiques des courbes planes 8
2.2. La construction du module des theˆta-caracte´ristiques sur
P2. 10
2.3. La structure sche´matique de Θr(d). 11
2.4. L’espace de modules NP2(d, 0) de Le Potier 13
3. L’ouvert des theˆta-caracte´ristiques ne passant pas par un
point. 16
3.1. Fibre´s de Higgs quadratiques 16
3.2. Description de l’ouvert Ua(d). 19
3.3. De´monstration du the´ore`me 3.1 22
3.4. Le comple´mentaire de Ua(d) dans Θ(d). 25
4. La re´solution minimale d’une theˆta-caracte´ristique semi-
stable 28
5. Groupe de Picard de la composante paire 36
5.1. Le fibre´ pfaffien 36
5.2. Le diviseur Θ1(d) 38
5.3. L’ouvert I(d) ⊂ Θp(d). 39
5.4. Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.1. 43
6. Groupe de Picard de la composante impaire 46
6.1. L’ouvert SI(d) ⊂ Θi(d). 46
6.2. Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.2. 49
7. De´monstration du the´ore`me 1.4 50
Re´fe´rences 52
8 CHRISTOPH SORGER
2. Le module ΘP2(d) des theˆta-caracte´ristiques des
courbes planes
Nous allons rappeler les de´finitions et re´sultats de [11] sur l’espace
de modules des theˆta-caracte´ristiques semi-stables et celles de [9] sur le
module des faisceaux semi-stables de dimension 1 sur le plan projectif
dont on a besoin dans la suite.
2.1. Theˆta-caracte´ristiques des courbes planes. Soit F un fais-
ceau pur de dimension 1 sur le plan projectif, ie. tel que tout sous-
faisceau non nul de F soit de dimension 1. C’est un faisceau de Cohen-
Macaulay; il admet donc une re´solution
0 −→ A
α
−→B −→ F −→ 0
par des faisceaux localement libres sur P2. On appelle support sche´matique
et on note supps(F) la courbe de´finie par det(α). C’est une courbe
de Gorenstein dont le degre´ est e´gale a` la multiplicite´ de F , note´e
mult(F), ie. au coefficient directeur du polynoˆme de Hilbert de F .
Posons F∨ = Ext1O
P2
(F , ω
P2
). Si l’on conside`re F comme faisceau de
modules sur son support sche´matique, on a F∨ ≃ F∗ ⊗OC ωC , ou`
F∨ = HomOC(F , ωC). De plus, on a χ(F
∨) = −χ(F) et le morphisme
canonique d’e´valuation F −→ F∨∨ est un isomorphisme ([11], 1.1).
De´finition 2.1. On appelle theˆta-caracte´ristique sur P2 la donne´e
d’un couple (F , σ) forme´ d’un OP2-module cohe´rent de dimension 1
et d’un isomorphisme syme´trique σ : F −→ F∨.
Si (F , σ) est une theˆta-caracte´ristique, alors χ(F) = 0. Un mor-
phisme de theˆta-caracte´ristiques ϕ : (E , τ) −→ (F , σ) est la donne´e
d’un morphisme de OP2-modules ϕ : E −→ F tel que τ =
∨ ϕ ◦ σ ◦ ϕ.
Soit E ⊂ F un sous-faisceau cohe´rent de F . On appelle σ-orthogonal
de E et on note E⊥ le noyau du morphisme compose´ F −→ F∨ −→ E∨.
Un sous-faisceau cohe´rent E ⊂ F est dit σ-isotrope si E ∩ E⊥ 6= (0). Si
l’on a E ⊂ E⊥ on dit que E est totalement σ-isotrope.
Une theˆta-caracte´ristique (F , σ) est dite semi-stable (resp. stable) si
pour tout sous-faisceau totalement σ-isotrope non nul E ⊂ F on a
χ(E) ≤ 0(resp. <).
Une theˆta-caracte´ristique (F , σ) est semi-stable si et seulement si
son faisceau sous-jacent F est semi-stable. Une theˆta-caracte´ristique
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stable est somme directe orthogonale de theˆta-caracte´ristiques dont les
faisceaux sous-jacents sont stables et 2 a` 2 non-isomorphes ([11], Prop.
1.4). On dit qu’une theˆta-caracte´ristique est O-stable si son faisceau
sous-jacent est stable.
La cate´gorie des theˆta-caracte´ristiques semi-stables n’est pas abe´lienne.
On peut ne´anmoins de´finir une notion de S-e´quivalence de deux fais-
ceaux quadratiques: Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique semi-stable.
Alors il existe une filtration par des sous-faisceaux cohe´rents totalement
isotropes 0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fℓ ⊂ F telle que les faisceaux Ei = Fi/Fi−1,
avec F0 = 0, soient stables de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ nulle
pour i = 1, . . . , ℓ et telle que (F⊥ℓ /Fℓ, σ) soit une theˆta-caracte´ristique
stable. Une theˆta-caracte´ristique (H, σ) est dite hyperbolique si elle est
isomorphe a` une theˆta-caracte´ristique (G ⊕G∨, τ), ou` G est stable en
tant que faisceau et ou` τ est donne´ par la matrice suivante:
(G G∨
G∨ 0 1
G 1 0
)
Munissons Hi = Ei⊕E
∨
i de la structure hyperbolique σi = τ . On de´finit
la theˆta-caracte´ristique gradue´ associe´e a` (F , σ) comme la somme
directe orthogonale suivante:
gr(F , σ) =
(
F⊥ℓ /Fℓ, σ
)
⊕
(
ℓ
⊕
i=1
(Hi, σi)
)
.
La filtration n’est pas unique. Le gradue´ par contre, ne de´pend pas,
a` isomorphisme pre`s, de la filtration choisie. Par conse´quent, on dira
que deux theˆta-caracte´ristiques (E , τ) et (F , σ) sont S-e´quivalentes si
leurs gradue´s associe´s respectifs sont isomorphes. On dira que (F , σ)
est poly-stable si
(F , σ) =
(
⊕
i
Hmii
)
⊕
(
⊕
j
F
nj
j
)
,
la somme directe e´tant orthogonale, les Hi (et de meˆme les Fj) e´tant
deux a` deux non-isomorphes et Hi = Ei⊕E
∨
i e´tant hyperbolique stricte
ie. Ei 6≃ E
∨
i . D’apre`s ce qui pre´ce`de le gradue´ d’une theˆta-caracte´ristique
est poly-stable et une theˆta-caracte´ristique poly-stable est isomorphe
a` son gradue´. Les points ferme´s du module des theˆta-caracte´ristiques
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qui sera de´fini dans la section suivante seront exactement les theˆta-
caracte´ristiques poly-stables.
2.2. La construction du module des theˆta-caracte´ristiques sur
P2. Soit S une varie´te´ alge´brique, F un OS×P2-module, S-plat. On pose
F∨ = Ext1O
S×P2
(F , pr∗2ωP2 ).
Si F est une famille S-plate de faisceaux purs de dimension 1, alors F∨
est S-plat, le morphisme canonique F −→ F∨∨ est un isomorphisme et
l’on a (F∨)s ≃ (Fs)
∨ ([11], 3.1). Une famille de theˆta-caracte´ristiques
parame´tre´e par la varie´te´ alge´brique S est la donne´e d’un couple (F , σ),
forme´ d’un OS×X-module cohe´rent F , S-plat, et d’un isomorphisme
syme´trique σ : F −→ F∨.
Conside´rons le foncteur Θ
P2
(d) associant a` la varie´te´ alge´brique S
l’ensemble des classes d’isomorphisme de familles de theˆta-caracte´ristiques
(F , σ), parame´tre´es par S, telles que, pour tout point ferme´ s de S, la
theˆta-caracte´ristique (Fs, σs) soit semi-stable et de polynoˆme de Hilbert
P(m) = md. Pour le foncteur Θ
P2
(d) il existe un espace de modules
grossier, note´ ΘP2(d). C’est une varie´te´ projective dont l’ensemble des
points ferme´s est l’ensemble des classes de S- e´quivalence de theˆta-
caracte´ristiques semi-stables de degre´ d sur P2. De plus, il existe un ou-
vert non-vide Θs
P2
(d) ⊂ ΘP2(d) dont les points repre´sentent les classes
d’isomorphisme des theˆta-caracte´ristiques stables ([11], 0.2).
Dans ce qui suit on a besoin d’expliciter la construction de ΘP2(d):
soit N un entier tel que pour toute theˆta-caracte´ristique semi-stable
(F , σ) le faisceau F(N) soit engendre´ par ses sections globales et de
cohomologie supe´rieure nulle. Ceci est possible, la famille des theˆta-
caracte´ristiques semi-stables de degre´ fixe´ e´tant limite´e ([11], Prop.
3.3]). Soit H = kdN et H = H ⊗k OP2(−N). Conside´rons, pour toute
varie´te´ alge´brique S, les triplets (F , α, σ) forme´s d’un quotient cohe´rent
HS
α
−→F , S-plat, et d’un isomorphisme syme´trique σ : F −→ F∨
satisfaisant aux conditions suivantes: pour tout point ferme´ s de S,
(Fs, σs) est une theˆta-caracte´ristique semi-stable de multiplicite´ d et α
induit un isomorphisme H⊗OS ≃ pr1∗(F(N)). Deux triplets (F , α, σ) et
(F ′, α′, σ′) sont dits e´quivalents s’il existe un isomorphisme ϕ : F −→
F ′ tel que α′ = ϕ◦α et tel que σ′ϕ = (∨ϕ)−1◦σ. Notons par [F , α, σ] la
classe d’e´quivalence du triplet (F , α, σ) et par Tss(d,N)(S) l’ensemble
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des classes d’e´quivalence de tels triplets. On obtient un foncteur
Tss(d,N) : Varie´te´s alge´briques −→ Ensembles,
dont on montre la repre´sentabilite´ ([11], 7.3). Notons Tss(d,N) le
sche´ma qui le repre´sente. Le groupe GL(H) ope`re sur Tss(d,N) en
associant a` g ∈ GL(H) et au triplet [F , α, σ] le triplet [F , α ◦ g−1, σ].
D’apre`s [11], l’espace de modules ΘP2(d) s’identifie au quotient de
Mumford de Tss(d,N)/GL(H).
Le stabilisateur d’un point [F , α, σ] s’identifie au groupe des au-
tomorphismes de la theˆta-caracte´ristiques (F , σ). En effet, soit χ ∈
Aut(F , σ). De χ on de´duit un isomorphisme H0(F(N)) −→ H0(F(N))
induisant un isomorphisme χ ∈ GL(H):
H
α
−→ H0(F(N))
χ ↓ χ ↓
H
α
−→ H0(F(N))
qui est dans le stabilisateur. Re´ciproquement, un e´le´ment g ∈ GL(H) du
stabilisateur induit, comme [F , α, σ] = [F , α◦g−1, σ], un isomorphisme
φ : F −→ F respectant σ. Ces deux ope´rations sont inverses l’une de
l’autre, d’ou` l’identification voulue.
La varie´te´ Tss(d,N) est une varie´te´ lisse ([11], Prop. 7.4) et GL(H)/{±Id}
ope`re librement sur l’ouvert des theˆta-caracte´ristiques O-stables. Il en
de´coule que ΘP2(d) est normale et n’a que des singularite´s rationnelles.
Il en de´coule aussi que l’ouvert Θos
P2
(d) des theˆta-caracte´ristiques O-
stables est lisse. La codimension du ferme´ des theˆta-caracte´ristiques
semi-stables, non O-stables est au moins 2 ([11], Prop. 8.6). On utilis-
era ce re´sultat plus tard sans le rappeler explicitement.
2.3. La structure sche´matique de Θr(d). Soit (F , σ) une famille de
theˆta-caracte´ristiques parame´tre´e par la varie´te´ alge´brique S. De´finissons
les ensembles
Sr = {s ∈ S/ h0(Fs) ≥ r + 1, h
0(Fs) = r + 1 mod 2}.
D’apre`s le the´ore`me de semi-continuite´ et le the´ore`me d’invariance mod
2 les Sr sont ferme´s. Pour la de´finition de la structure sche´matique des
Sr, rappelons qu’on appelle approximation de le cohomologie de F un
complexe
E·: 0 −→ E0
d
−→E1 −→ 0
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, forme´ de OS-modules cohe´rents localement libres, tel que pour tout
changement de base S′
g
−→S,
S′ × P2
g′
−→ S× P2
f ′ ↓ ↓ f
S′
g
−→ S
on ait Hi(g∗E·) = Ri f ′∗g
′∗F . En particulier, pour s ∈ S, on a Hi(E·s) =
Hi(Xs,Fs). Une telle approximation est dite anti-syme´trique si E
1 =
E0∗ et si d est anti-syme´trique. Une approximation de la cohomologie
globale de F existe toujours; par contre pour une approximation anti-
syme´trique on n’a que l’existence, pour tout point s ∈ S, d’un voisinage
ouvert Us de s telle que sur Us il existe une approximation anti-
syme´trique
0 −→ Z0
d
−→Z∗ −→ 0
de F avec Z de rang z = h0(Fs) et d(s) = 0. Localement sur U,
la structure sche´matique de Sr est de´finie par les mineurs d’ordre
(z − r) de α. L’ide´al engendre´ par ces mineurs ne de´pend pas de
l’approximation anti-syme´trique particulie`re choisie. De ce fait, cette
construction de´finit donc un faisceau d’ide´aux sur S entier de´finissant
ainsi la structure sche´matique de Sr.
En particulier, si s ∈ Sr\Sr+1, le sous-sche´ma Sr est de´fini au
voisinage de s par des 1-mineurs d’une matrice anti-syme´trique, donc
par r(r−1)
2
e´quations. Ceci de´montre, en utilisant le lemme de Krull, que
codimS(S
r) ≤
r(r − 1)
2
,
si Sr\Sr+1 est non-vide.
Conside´rons maintenant la varie´te´ Tss(d) de la section 2.2 et le bon
quotient ϕ : Tss(d) −→ Θ(d). Sur Tss(d) on a une famille universelle
(F , σ, α). Soient les sous-sche´mas Tss,r(d) ⊂ T(d) de´finis comme ci-
dessus. Ces sous-sche´mas sont invariants sous l’action de GL(H). On
de´finit Θr(d) comme e´tant l’image de Tss,r(d). D’apre`s les proprie´te´s de
bons quotients, Θr(d) est un sous-sche´ma ferme´ de Θ(d). L’ensemble
sous-jacent a` Θr(d) s’identifie a`
Θr(d) = {[F , σ] ∈ Θ(d)/ h0(F) ≥ r + 1, h0(F) = (r + 1) mod 2}.
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2.4. L’espace de modules NP2(d, 0) de Le Potier. Soit NP2(d, χ)
le foncteur qui associe a` la varie´te´ alge´brique S l’ensemble des classes
d’isomorphismes de familles S-plates de faisceaux semi-stables de di-
mension 1 de degre´ d et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ. D’apre`s
[10], il existe un espace de modules grossier projectif, note´ NP2(d, χ),
pour ce foncteur et l’ensemble de ses points ferme´s s’identifie aux
classes de S-e´quivalence de faisceaux semi-stables. De plus, on a un
morphisme, appele´ morphisme support sche´matique,
σN : N(d, χ)P2 −→ P
M,
avec M = d(d+3)/2, qui associe a` un faisceau semi-stable de dimension
1 son support sche´matique.
D’apre`s [9], la varie´te´ NP2(d, χ) est irre´ductible, normale et locale-
ment factorielle. De plus, son groupe de Picard est isomorphe a` a`
un groupe abe´lien a` deux ge´ne´rateurs. Pour la description de ces
ge´ne´rateurs dont on a besoin dans ce qui suit, on va rappeler la con-
struction de cet espace de modules. Elle se fait de la manie`re suiv-
ante: d’abord on montre que la famille des faisceaux semi-stables
de polynoˆme de Hilbert fixe´ est limite´e. Ensuite, on choisit un en-
tier N de fac¸on que pour tout faisceau semi-stable F de dimension
1, de multiplicite´ d et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ, le fais-
ceau F(N) soit engendre´ par ses sections, et que H1(F(N)) = 0.
Un tel entier e´tant choisi, on conside`re un espace vectoriel H de di-
mension n = dN + χ et le fibre´ vectoriel H = Hk ⊗ OP2(−N). Le
groupe SL(H) ope`re de manie`re naturelle sur le sche´ma de Hilbert-
Grothendieck Grothd,χ(H) des faisceaux quotients de H de multiplicite´
d et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ. Quitte a` choisir un entier
m suffisamment grand, ce sche´ma se plonge dans une grassmannienne
par le plongement de Grothendieck: au quotient H −→ F on asso-
cie le quotient H ⊗k H
0(OP2(m − N)) −→ F(m). De plus, l’action de
SL(H) se rele`ve en une action line´aire sur la grassmannienne. Main-
tenant, quitte a` choisir N et ensuite m suffisamment grand, l’ouvert
Ωss des points semi-stables pour l’action de SL(H) correspond aux fais-
ceaux quotients de H qui sont semi-stables et tels que le morphisme
d’e´valuation H→ H0(F(N)) soit un isomorphisme [10]. Alors NP2(d, χ)
s’identifie au quotient de Mumford
NP2(d, χ) = Ω
ss/SL(H).
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Venons-en a` la description des ge´ne´rateurs de Pic(NP2(d, 0)): ce sont
les fibre´ inversible LN, image re´ciproque de OPM(1) sous le morphisme
σN, et le fibre´ inversible DN, appele´ fibre´ de´terminant, associe´ au
diviseur “theˆta” des faisceaux semi-stables F ayant au moins une
section ([9], 1.1). On a une autre description, davantage fonctorielle, de
ces ge´ne´rateurs: conside´rons pour cela l’alge`bre de Grothendieck K(P2)
de P2. Elle est muni d’une forme quadratique a` valeurs entie`re, de´finie
en associant a` u ∈ K(P2) l’entier relatif χ(u2). Cette forme provient
d’une forme quadratique sur Ktop(P
2). On note< , > la forme biline´aire
associe´. Si x (resp. y) est de rang r, de degre´ d et de caracte´ristique
d’Euler-Poincare´ χ (resp. r′, d′, χ′), on a:
< x, y >= rχ′ + r′χ + dd′ − rr′.
Soit F une famille S-plate de faisceaux semi-stables de dimension 1 sur
P2, parame´tre´e par la varie´te´ alge´brique S. Supposons de plus que le
groupe alge´brique G ope`re sur S et F . Conside´rons le diagramme
S× X
p
−→ X
q ↓
S
ou` p et q sont les projections canoniques. Alors a` u ∈ K(P2), on peut
associer l’e´le´ment
LF(u) = det(q!(F .p
∗(u))
du groupe PicG(S) des fibre´ inversibles sur S muni d’une action de
G. On peut appliquer cette construction en particulier au faisceau
quotient universel sur Ωss×X. Le fibre´ inversible LF(u) est alors muni
d’une action de GL(H). De´signons par Z(d, χ) l’orthogonal de (d, χ)
dans K(P2) par rapport a` la forme quadratique de´finie ci-dessus. Le
re´sultat de [8] affirme maintenant que pour u ∈ Z(d, χ) il existe dans
Pic(NP2(d, χ)) un e´le´ment L(u) caracte´rise´ par la proprie´te´ universelle
suivante: pour toute famille plate F de faisceaux semi-stables sur X
de degre´ d et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ parame´tre´e par la
varie´te´ alge´brique S on a
LF(u) = f
∗
F(L(u))
ou` fF : S −→ NP2(d, χ) est le morphisme modulaire associe´ a` la famille
F .
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Pour les ge´ne´rateurs LN et DN on a alors LN = L(u) avec u la classe
d’un point, et DN = L(u) avec u = −[OP2 ].
16 CHRISTOPH SORGER
3. L’ouvert des theˆta-caracte´ristiques ne passant pas par
un point.
Soit Ua l’ouvert correspondant aux theˆta-caracte´ristiques semi-
stables ne passant pas par le point a ∈ P2. On note Ua,p(d) (resp.
Ua,i(d)) le ferme´ de Ua(d) correspondant aux theˆta-caracte´ristiques
paires (resp. impaires). Soit de plus
Ura(d) := {[F , σ] ∈ Ua/ h
0(F) ≥ r + 1, h0(F) = (r + 1) mod 2},
qu’on muni de sa structure de varie´te´ de´terminantielle naturelle.
L’objet de cette section est de de´montrer le the´ore`me suivant:
The´ore`me 3.1. L’ouvert Ua(d) est, si d est pair, re´union de deux
composantes irre´ductibles correspondant aux theˆta-caracte´ristiques paires
et impaires; si d est impair, il est re´union de trois composantes
irre´ductibles correspondant aux theˆta-caracte´ristiques paires, impaires
et canoniques. De plus, le ferme´ U1a(d) est irre´ductible de codimension
1 pour d ≥ 5, vide sinon. Le ferme´ U2a(d) est de codimension au moins
deux sauf si d = 6 ou` il est irre´ductible de codimension 1.
Ceci donnera, en corollaire, apre`s l’e´tude du comple´mentaire Fa(d)
de Ua(d) le the´ore`me 1.3 et aussi une nouvelle preuve de l’irre´ductibilite´
des composantes paires et impaires de [11].
Soit P1 une droite du plan projectif ne passant pas par ce point.
Conside´rons la projection de centre a sur la droite:
π : P2 − {a} −→ P1
Les images directes sous π des theˆta-caracte´ristiques ne passant pas
par a se de´crivent en termes de fibre´s ω
P1
-quadratiques sur la droite
projective muni d’un morphisme ϕ : G −→ G(1) compatible avec la
structure quadratique:
3.1. Fibre´s de Higgs quadratiques. Rappelons brie`vement quelques
ge´ne´ralite´s sur les fibre´s de Higgs: soit C une courbe projective lisse et
soit L un fibre´ inversible sur C. On appelle faisceau de Higgs la donne´e
d’un couple (G, ϕ) forme´ d’un faisceau cohe´rent G et d’un morphisme
ϕ : G −→ G ⊗ L. Si G est localement libre on dira fibre´ de Higgs. Un
morphisme de faisceaux de Higgs de F′ = (G′, ϕ′) dans F′′ = (G′′, ϕ′′)
est la donne´e d’un morphisme de faisceau f : G′ −→ G′′ tel que le
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diagramme suivant commute:
G′
f
−→ G′′
ϕ′ ↓ ϕ′′ ↓
G′ ⊗ L
f⊗id
−−→ G′′ ⊗ L
Ainsi un sous-faisceau de Higgs est la donne´e d’un sous-faisceau G′ ⊂ G
tel que ϕ(G′) ⊂ G′ ⊗ L. Un fibre´ de Higgs est dit semi-stable (resp.
stable) si pour tout sous-faisceau propre de Higgs non nul G′ de
F = (G, ϕ) on a
µ(G′) ≤ µ(G) (resp. <).
Comme dans le cas des fibre´s vectoriels il suffit de ve´rifier cette
condition pour les sous-fibre´s de Higgs. Si F = (G, ϕ) est un faisceau
de Higgs on note Hi(C,F) la cohomologie de F, ie. l’hypercohomologie
du complexe
0 −→ G
ϕ
−→G⊗ L −→ 0.
Si F′ = (G′, ϕ′) et F′′ = (G′′, ϕ′′) sont deux faisceaux de Higgs le fais-
ceaux des homomorphismes de F′ dans F′′ est de´fini par (Hom(G′,G′′), ϕ)
avec ϕ(s) = ϕ′′s − sϕ′ ou` s est une section locale de Hom(G′,G′′).
On note Extq(F′,F′′) la cohomologie de Hom(F′,F′′). Bien suˆr, on
a Ext0(F′,F′′) = Hom(F′,F′′). Le ω
C
-dual d’un faisceau de Higgs
F = (G, ϕ) est de´fini par la paire (G∨, ψ) ou` ψ : G∨ −→ G∨ ⊗ L
est de´fini par la transpose´e ∨ϕ : G∨ ⊗ L∗ −→ G∨ de ϕ. On le note F∨.
Si F est un fibre´ de Higgs, le morphisme canonique d’e´valuation est un
isomorphisme.
De´finition 3.1. On appelle fibre´ de Higgs quadratique la donne´e d’un
fibre´ de Higgs F et d’un isomorphisme de Higgs syme´trique σ : F −→
F∨.
Soit (F, σ) un fibre´ de Higgs quadratique, F′ ⊂ F un sous-faisceau
(de Higgs). On de´finit l’orthogonal de F′ et l’on note F′⊥ le noyau du
morphisme compose´
F −→ F∨ −→ F′∨.
Un sous-faisceau F′ est dit isotrope si F′∩F′⊥ 6= 0 et totalement isotrope
si F′ ⊂ F′⊥. Un fibre´ de Higgs quadratique est dit semi-stable (resp.
stable) si pour tout sous-faisceau totalement isotrope F′ = (G′, ϕ) de
F = (G, ϕ) on a
µ(G′) ≤ µ(G) (resp. <).
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Lemme 3.2. Un fibre´ de Higgs quadratique est semi-stable si et seule-
ment si son fibre´ de Higgs sous-jacent est semi-stable.
De´monstration. Analogue a` la proposition 1.4 de [11].
Cette e´quivalence n’est pas vraie pour la notion de stabilite´. On dira
qu’un fibre´ de Higgs quadratique est O-stable si son fibre´ de Higgs
sous-jacent est stable.
Soit (G, σ) un fibre´ vectoriel ω
C
-quadratique. L’isomorphisme σ
de´finit une involution ı sur l’espace vectoriel Ext1(G,G∨). Le sous-
espace vectoriel des e´le´ments syme´triques (resp. antisyme´triques) est
note´ Ext1sym(G,G
∨) (resp. Ext1asym(G,G
∨)). En notant Ext1sym(G,G)
(resp. Ext1asym(G,G)) on suppose que l’on a identifie´ G et G
∨ via σ.
De´finition 3.2. Un fibre´ vectoriel ω
C
-quadratique (G, σ) est dit rigide
si
Ext1asym(G,G) = 0.
Un fibre´ de Higgs quadratique dont le fibre´ vectoriel quadratique
sous-jacent est rigide est dit quasi-rigide.
3.1.1. Le cas de la droite projective. Soit maintenant C = P1 et
L = OP1(1). E´tant donne´ un fibre´ vectoriel G sur P1 on e´crit G =
⊕ℓ∈Z rℓOP1(ℓ). La suite des entiers rℓ 6= 0 s’appelle spectre de G, les
entiers rℓ s’appellent multiplicite´s.
Lemme 3.3. Soit (G, ϕ, σ) un fibre´ de Higgs quadratique semi-stable.
Alors le spectre de G est connexe.
De´monstration. En raison du lemme 3.2 on peut supposer que (G, ϕ)
est semi-stable, puis on applique le lemme 3.12 de [9].
Soit (G, σ) un fibre´ quadratique, de spectre rℓ. Alors Ext
1
asym(G,G)
s’identifie a` H1(Λ2G∗ ⊗ ω
P1
). On obtient
ext1asym(G,G) = h
1(Λ2G∗ ⊗ ω
P1
)
= h1
(
⊕
ℓ
rℓ(rℓ − 1)
2
OP1(−2ℓ− 2)⊕( ⊕
ℓ<m
rℓrmOP1(−ℓ−m− 2))
)
=
∑
ℓ≥0
rℓ(rℓ − 1)
2
(2ℓ+ 1) +
∑
ℓ<m
ℓ+m≥0
rℓrm(ℓ+m+ 1)
On de´duit de ce calcul, en raison de la connexite´ du spectre d’un
fibre´ de Higgs quadratique semi-stable, le lemme suivant:
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Lemme 3.4. Le fibre´ vectoriel G sous-jacent a` un fibre´ de Higgs
quadratique de rang d a` la fois semi-stable et quasi-rigide (G, ϕ, τ)
s’identifie ou bien a` R0 = dOP1(−1) ou bien a` R1 = OP1 ⊕(d −
2)OP1(−1)⊕OP1(−2) (si r ≥ 3).
3.2. Description de l’ouvert Ua(d). Soit a ∈ P
2 et P1 une droite du
plan projectif ne passant pas par ce point. Conside´rons la projection
de centre a sur la droite:
π : P2 − {a} −→ P1
L’espace total du fibre´ normal N = OP1(1) s’identifie a` l’ouvert
P2 − {a}.
On va de´crire l’ouvert Ua(d) des theˆta-caracte´ristiques semi-stables
de degre´ d dont le support ne passe pas par a en termes de fibre´s de
Higgs quadratiques sur P1.
Proposition 3.5. La cate´gorie des theˆta-caracte´ristiques dont le sup-
port sche´matique ne passe pas par le point a est e´quivalente, par image
directe, a` la cate´gorie des N-fibre´s de Higgs quadratiques sur P1.
De´monstration. Rappelons d’abord l’e´quivalence des cate´gories entre
les faisceaux purs de dimension 1 dont le support ne passe pas par le
point a et les fibre´s de Higgs sur P1 (cf. la proposition 3.10 de [9]).
La correspondance se fait par image directe: si F est un faisceau pur
de dimension 1 dont le support C = supps(F) ne passe pas par a
alors l’image directe G = π∗(F) est localement libre (par purete´) de
rang mult(F) et munie d’une structure de π∗(ON)-module. La donne´e
d’une telle structure e´quivaut maintenant a` se donner un morphisme
ϕ : G −→ G ⊗ N d’ou` la structure de Higgs sur G. Re´ciproquement
la donne´e d’un fibre´ vectoriel sur P1 muni d’une structure de π∗(ON)-
module de´finit un faisceau cohe´rent pur F sur N dont le support est fini
au-dessus de P1: Soit λ la section canonique de π
∗(N) et conside´rons le
morphisme
ϕ− λidG : π
∗(G) −→ π∗(G)⊗ π∗(N).
Le support sche´matique de F est alors de´fini par le de´terminant de ce
morphisme (c’est la courbe spectrale associe´ a` ϕ) et F s’identifie au
conoyau du morphisme (ϕ− λidG)⊗ idN−1 .
Maintenant, le ω
P2
-dual de F s’identifie au ω
P1
-dual du fibre´ de Higgs
associe´:
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Lemme 3.6. Soit F un faisceau pur dont le support ne passe pas
par a et (G, ϕ) le fibre´ de Higgs associe´ par la correspondance de la
proposition 3.5. Alors le fibre´ de Higgs associe´ a` F∨ s’identifie au ω
P1
-
dual (G∨,∨ ϕ) de (G, ϕ)
De´monstration. Soit C le support sche´matique de F . Conside´re´ sur
C, le faisceau F∨ s’identifie a` HomOC(F , ωC). On va conside´rer le
morphisme fini C −→ P1 de´fini par π. La dualite´ de Serre-Grothendieck
fournit un isomorphisme
Rπ∗RHomOC(F , ωC) ≃ RHomOP1
(Rπ∗F , ωP1)
dans la cate´gorie de´rive´e. Maintenant, comme F est un OC-module
de Cohen-Macaulay, on a Exti(F , ωC) = 0 pour i ≥ 1 [12]. Par
conse´quent, les images directes supe´rieures e´tant nulles et π∗F e´tant
localement libre, l’isomorphisme ci-dessus se lit π∗HomOC(F , ωC) ≃
HomOP1
(π∗F , ωP1). Et puisque un isomorphisme dans la cate´gorie
de´rive´e entre deux complexes de longueur 1 de´finit un isomorphisme
entre les objets on a l’isomorphisme cherche´.
La correspondance de la proposition est donc obtenu en associant a` la
theˆta-caracte´ristique (F , σ) le fibre´ de Higgs quadratique (G, ϕ, τ) ou`
G = π∗(F) et τ = π∗(σ).
Remarquons que cette correspondance pre´serve la multiplicite´ et la
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ (suite spectrale de Leray). En partic-
ulier F est semi-stable (resp. stable) si et seulement si le fibre´ de Higgs
associe´ (G, ϕ) est semi-stable (resp. stable). De plus, si (F , σ) est une
theˆta-caracte´ristique et (G, ϕ, τ) le fibre´ de Higgs quadratique associe´
alors si F ′ ⊂ F est un sous-faisceau, le sous-faisceau de Higgs π∗(F
′) de
(G, ϕ) est d’orthogonal π∗(F
′⊥). En particulier (F , σ) est semi-stable
(resp. stable) si et seulement si (G, ϕ, τ) est semi-stable (resp. stable).
3.2.1. Le foncteur HQ(d,N). Soient d un entier et soit N choisi de fac¸on
a` ce que pour tout fibre´ de Higgs quadratique semi-stable (G, ϕ, τ)
de rang d, G(N) n’ait pas de cohomologie supe´rieure et soit engendre´
par ses sections globales. Ceci est possible, la familles des fibre´s de
Higgs quadratiques semi-stables de rang fixe´ e´tant limite´e en raison
de la correspondance ci-dessus et le fait que la famille des theˆta-
caracte´ristiques de multiplicite´ fixe´e est limite´e. Soit n = dN, H = kn
GROUPE DE PICARD 21
et H = H ⊗k OP1(−N). Conside´rons, pour toute varie´te´ alge´brique S,
les quadruplets (G, α, ϕ, τ) forme´s d’un quotient cohe´rent HS
α
−→G, S-
plat, d’une structure de Higgs ϕ sur G et d’un isomorphisme de Higgs
syme´trique τ : G −→ G∨ satisfaisant aux conditions suivantes: pour
tout point ferme´ s de S, (Gs, ϕs, τs) est un fibre´ de Higgs quadratique
de rang d et α induit un isomorphisme H ⊗ OS ≃ pr1∗(G(N)). Deux
quadruplets (G, α, ϕ, τ) et (G′, α′, ϕ′, τ ′) sont dits e´quivalents s’il existe
un isomorphisme de fibre´s de Higgs f : (G, ϕ) −→ (G′, ϕ′) tel que
α′ = f ◦α et tel que τ ′ ◦f = (∨f)−1 ◦ τ . Notons par [G, α, ϕ, τ ] la classe
d’e´quivalence du quadruplet (G, α, ϕ, τ) et par HQ(d,N)(S) l’ensemble
des classes d’e´quivalence de tels quadruplets. Ceci de´finit un foncteur:
HQ(d,N) : Varie´te´s alge´briques −→ Ensembles.
Le foncteur qu’on obtient en supposant de plus que pour tout point
ferme´ s on a [Gs, ϕs, τs] semi-stable sera note´ HQ
ss(d,N), celui qu’on
obtient en conside´rant au lieu des quadruplets seulement les triplets
[G, α, τ ] (sans structure de Higgs) sera note´ Q(d,N).
On va repre´senter HQss(d,N) de la manie`re suivante:
Soit Groth(d,N) le sche´ma de Hilbert-Grothendieck des quotients
de H ⊗ OP1(−N) de polynoˆme de Hilbert md. Notons Groth0 l’ouvert
correspondant aux quotients G tels que H ≃ H0(G(N)). Cet ouvert
parame`tre les classes d’e´quivalence des fibre´s vectoriels G de rang d
et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ nulle muni d’un isomorphisme
α : H ≃ G(N). Ici, (G, α) et (G′, α′) sont e´quivalents s’il existe un
isomorphisme f : G −→ G′ tel que α′ = f ◦ α.
Soit G le quotient universel sur Groth0×P1 et conside´rons le faisceau
cohe´rent pr1∗(G
∨(N)). Par hypothe`se ce faisceau est localement libre
de fibre H0(G∨(N)) au dessus du point repre´sente´ par [G, α]. Soit
R son fibre´ de repe`res. L’espace total de R parame`tre les classes
d’e´quivalence des fibre´s vectoriels G de rang d et de caracte´ristique
d’Euler-Poincare´ nulle muni d’un isomorphisme α : H ≃ G(N) et d’un
isomorphisme β : H ≃ G∨(N). Deux triplets sont e´quivalents si s’il
existe un isomorphisme f : G −→ G′ tel que α′ = f ◦α et β ′ =∨ f−1◦β.
On a une involution sur R en associant au triplet [G, α, β] le triplet
[G∨, β, α]. Soit Q le sche´ma des points fixes de R sous cette involution.
Lemme 3.7. Le sche´ma Q repre´sente le foncteur Q.
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De´monstration. Analogue a` la de´monstration de la proposition 7.2 de
[11].
Conside´rons le triplet universel [G, α, τ ] sur
Q× P1.
On peut identifier via τ les faisceaux desOQ×P1-modules Hom(G,G(−3))
et Hom(G,G∨(−3)). Soit Homsym(G,G
∨(−3)) le sous-faisceau des ho-
momorphismes syme´triques. Ce sous-faisceau de´finit via l’identification
ci-dessus un sous-faisceau de Hom(G,G(−3)) qu’on note Homsym(G,G(−3)).
Soit HQ(d,N) le fibre´ vectoriel (au sens de Grothendieck) associe´
au faisceau cohe´rent R1pr1∗Homsym(G,G(−3)). Sa fibre au-dessus de
[G, α, τ ] s’identifie, par dualite´ de Serre, aux morphismes ϕ : G −→
G(1) τ -syme´triques, ie. aux morphismes ϕ tels que (G, ϕ, τ) soit un
fibre´ de Higgs quadratique. Le sche´ma HQ(d,N) repre´sente HQ(d,N).
On note HQss(d,N) l’ouvert de HQ(d,N) repre´sentant HQss(d,N). Soit
Tssa (d,N) le sous-foncteur ouvert de T
ss(d,N) de´fini par les triplets
[F , α, σ] tels que a 6∈ supps(F). D’apre`s le proposition 3.5, on a
Proposition 3.8. L’image directe induit un isomorphisme de fonc-
teurs entre les foncteurs Tssa (d,N) et HQ
ss(d,N).
Le groupe GL(H) ope`re sur HQss(d,N). D’apre`s la proposition 3.8, le
quotient de Mumford s’identifie a` l’ouvert Ua(d). On note HQ
os(d,N)
(resp. Uosa (d)) l’ouvert correspondant aux theˆta-caracte´ristiques O-
stables. L’ope´ration de GL(H)/{±1} est libre sur HQos(d,N) de quo-
tient Uosa (d). Ainsi, le morphisme
HQos(d,N) −→ Uosa (d)
est lisse. On note Qos(d,N) l’ouvert de Q(d,N) de´fini par l’image de
HQos(d,N) sous la projection.
3.3. De´monstration du the´ore`me 3.1. L’ouvert Ua(d) e´tant e´quidimensionnel
(car Θ(d) l’est) et le ferme´ des theˆta-caracte´ristiques semi-stables, non
O-stables e´tant de codimension au moins 2, il suffit de conside´rer
l’ouvert Uosa (d). Dans ce qui suit on notera simplement HQ
os et Qos
les sche´mas HQos(d,N) et Qos(d,N).
Conside´rons la projection
p : HQos −→ Qos
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et un triplet [G, α, τ ] correspondant a` un point ferme´ de Qos. Soit
O(G, α, τ) l’orbite dans Qos de [G, α, τ ] sous l’action de GL(H) .
Remarquons que τ est ne´cessairement donne´ par une constante non
nulle ie. τ ∈ k∗. En effet, Qos est par de´finition l’image de HQos, qui
repre´sente les theˆta-caracte´ristique O-stables ne passant par par a. Or
si (F , σ) est O-stable σ ∈ k∗. Il s’ensuit que l’orbite de de´pend que de
G. La codimension de l’orbite de [G, α, τ ] est donne´e par ext1asym(G,G).
Soit Z(G) l’image re´ciproque de O(G, α, τ) sous p et calculons sa
codimension: au-dessus de l’orbite la dimension de la fibre est donne´e
par homsym(G,G(1)). D’apre`s la proposition 3.8 et [11], la varie´te´ HQ
os
est lisse de dimension d(d+3)
2
+ n2. La varie´te´ Qos est lisse, elle aussi:
c’est un ouvert d’un sche´ma des points fixes sous une involution d’une
varie´te´ lisse. Sa dimension se calcule suivant la suite exacte suivante:
([11] corollaire 7.6)
0→ Homsym(G,G)→ T[G,α,τ ]Q→ T[G,α]Groth→ Ext
1
sym(G,G)→ 0
On en de´duit que dimQos = n2 − d2 + χsym(G,G). Par la formule de
Riemann-Roch χsym(G,G) =
d(d+1)
2
d’ou` dimQos = n2 − d(d−1)
2
. De ces
calculs on obtient que la codimension de l’image re´ciproque est donne´e
par
ext1asym(G,G)− ext
1
sym(G,G(1)).
Soit rℓ le spectre de G. Ce spectre est connexe par semi-stabilite´.
L’espace vectoriel Ext1asym(G,G) s’identifie a` H
1(Λ2G∗⊗ω
P1
) et l’espace
vectoriel Ext1sym(G,G(1)) a` H
1(S2G∗ ⊗ ω
P1
(1)). Par conse´quent:
ext1asym(G,G)−ext
1
sym(G,G(1)) =
∑
ℓ≥0
(
rℓ(rℓ − 1)
2
− 2ℓrℓ
)
+
∑
ℓ+m≥0
ℓ<m
rℓrm.
Cette expression est toujours positive, nulle dans exactement 3 cas:
celui ou` G est e´gale a` R0 ou R1 du lemme 3.4 ou si
G = O(ℓ)⊕O(ℓ− 1)⊕ . . .⊕O(−ℓ− 1)⊕O(−ℓ− 2).
Les images re´ciproques Z(G) sont, dans ces trois cas, GL(H)/{±id}-
invariants et irre´ductibles. Et comme ils de´finissent respectivement les
theˆta-caracte´ristiques ineffectives, semi-ineffectives et canoniques on
de´duit la premie`re partie du the´ore`me, la codimension du comple´mentaire
de U2,osa (d) e´tant, sauf dans le cas des theˆta-caracte´ristiques canoniques,
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supe´rieure ou e´gale a` 1 d’apre`s ce qui pre´ce`de. Maintenant l’expression
ci-dessus vaut 1 exactement, toujours par connexite´ du spectre, pour
- G = R2 = 2O⊕(d−4)O(−1)⊕ 2O(−2) (d ≥ 5 pour avoir la connexite´)
et aussi pour
- G = R3 = O(1)⊕O⊕ 2O(−1)⊕O(−2)⊕O(−3) (ce qui impose d = 6)
Les images re´ciproques Z(G) sont, dans ces deux cas, GL(H)/{±id}-
invariants et irre´ductibles. Ils de´finissent, respectivement, les sous-
sche´mas localement ferme´s U1,osa (d)\U
2,os
a (d) et U
2,os
a (6)\U
3,os
a (6) d’ou`
le the´ore`me.
La de´monstration montre que le nombre maximal de sections possi-
bles d’une theˆta-caracte´ristique semi-stable de degre´ d est donne´e, si d
est impair par la dimension de l’espace des sections de (avec ℓ = d−3
2
)
G = O(ℓ)⊕O(ℓ−1)⊕ . . .⊕O⊕O(−1)⊕O(−2) . . .⊕O(−ℓ−1)⊕O(−ℓ−2),
si d est pair par la dimension de l’espace des sections de
G = O(ℓ)⊕O(ℓ−1)⊕ . . .⊕O⊕ 2O(−1)⊕O(−2) . . .⊕O(−ℓ−1)⊕O(−ℓ−2),
On en de´duit le corollaire suivant:
Corollaire 3.9. Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique semi-stable de
degre´ d.
- Si d est impair on a h0(F) ≤ (d−3)
2
8
+ 3(d−3)
4
+ 1.
- Si d est pair on a h0(F) ≤ (d−4)
2
8
+ 3(d−4)
4
+ 1.
En particulier, Θ1(d) est vide si d ≤ 4, Θ2(d) est vide si d ≤ 5 et
Θ3(d) est vide si d ≤ 7.
Lemme 3.10. Si d ≥ 5 il existe une theˆta-caracte´ristique (F , σ) semi-
stable de degre´ d telle que h0(F) = 2.
De´monstration. Si d ≥ 6, on peut conside´rer par exemple la somme
directe orthogonale OC⊕OC⊕(d − 6)Oℓ(−1) avec C une courbe de
degre´ 3 et ℓ une droite de P2. Si d = 5, conside´rons le fibre´ vectoriel
G = 2O⊕O(−1)⊕ 2O(−2) sur P1 et l’isomorphisme σ : G −→ G
∨
de´fini par 1 sur l’anti-diagonale, 0 sinon. Soit de plus ϕ : G −→ G(1)
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de´fini par la matrice suivante:
α 0 0 0 0
0 β 0 0 0
λ µ 0 0 0
0 0 µ 0 0
0 0 λ 0 0

avec λ et µ des constantes non nuls, α et β non proportionnels. On
ve´rifie cas par cas qu’aucun sous-fibre´ de G contenant O n’est de
Higgs. Ainsi (G, ϕ, σ) est un fibre´ de Higgs quadratique semi-stable,
de´finissant, pour a ∈ P2 fixe´, par le proce´de´ ci-dessus une theˆta-
caracte´ristique semi-stable de degre´ 5 ne passant pas par a.
3.4. Le comple´mentaire de Ua(d) dans Θ(d). Conside´rons le
comple´mentaire Fa,p(d) de Ua(d) dans Θp(d) (resp. Fa,i(d) de U
a
1(d)
dans Θi(d)).
Proposition 3.11. Pour les ferme´s Fa,p(d) et Fa,i(d) on a:
1. le ferme´ Fa,p(d) est une hypersurface irre´ductible de Θp(d).
2. le ferme´ Fa,i(d) est une hypersurface irre´ductible de Θi(d).
De´monstration. 1) Soient a, b ∈ P2. Quitte a` e´changer a et b il s’agit
de montrer l’e´nonce´ ci-dessus pour les theˆta-caracte´ristiques ne passant
pas par b. D’abord on a besoin du lemme suivant:
Lemme 3.12. On a, pour [R0, α, τ ] ∈ Q
os, l’isomorphisme suivant,
avec K = Aut(R0, τ):
Symos(R0,R0(1))/K ≃ I
os
a (d)
ou` Iosa (d) de´signe l’ouvert de Ua,p(d) correspondant aux theˆta-caracte´ristiques
ineffectives.
De´monstration. Le groupe K s’identifie au stabilisateur de [R0, α, τ ]
sous l’action de GL(H) sur Qos. Ce groupe agit sur Symos(R0,R0(1))
par conjugaison et l’on a le diagramme commutatif
Symos(R0,R0(1))
i
−→ Z(G)
π′ց π ↓
Iosa (d)
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L’inclusion i est compatible aux actions de K et GL(H) et π est un
quotient ge´ome´trique. Par suite, π′ est un quotient ge´ome´trique aussi,
d’ou` le lemme.
Si (R, ϕ, τ) est le fibre´ de Higgs quadratique associe´ a` la theˆta-
caracte´ristique (F , σ), le support du faisceau F est de´fini par les couples
(x, λ) tels que
det(ϕ(x)− λ idR(x)) = 0.
Maintenant le fibre´ Sym(R0,R0(1)) est engendre´ par ses sections glob-
ales. Par conse´quent l’image re´ciproque sous le morphisme e´valuation
Sym(R0,R0(1)) −→ Sym(R0,R0(1))(b)
de l’hypersurface des applications line´aires syme´triques de R0 −→
R0(1) de de´terminant nul est une hypersurface irre´ductible de Sym
os(R0,R0(1)).
Cette hypersurface est K-invariante et de´finit, par passage au quo-
tient, l’hypersurface des theˆta-caracte´ristiques de Iosa (d) dont le sup-
port passe par b. Cette hypersurface est donc irre´ductible et comme
le ferme´ des theˆta-caracte´ristiques non O-stables est de codimension
au moins deux ceci est encore vrai sans supposer la O-stabilite´. Pour
voir que l’hypersurface Fb(d) est encore irre´ductible dans Θp, il suffit
de montrer qu’il existe des theˆta-caracte´ristiques ayant au moins deux
sections line´airement inde´pendantes ne passant ni par a ni par b. Pour
cela, conside´rons Sym(R2,R2(1)). Ce fibre´ n’est pas engendre´ par ses
sections. Cependant l’image de
Sym(R2,R2(1)) −→ Sym(R2,R2(1))(b)
est un espace line´aire de codimension 3 qui n’est pas inclus dans
l’hypersurface des applications line´aires syme´triques de R2 −→ R2(1)
de de´terminant nul. Ceci de´montre la dernie`re assertion et par conse´quent
(i).
2) Un argument analogue a` celui ci-dessus montre qu’on a, pour
[R1, α, τ ] ∈ Q
os, l’isomorphisme suivant, avec K = Aut(R1, τ):
Symos(R1,R1(1))/K ≃ SI
os
a (d),
ou` SIosa (d) de´signe l’ouvert de Ua,i(d) correspondant aux theˆta-caracte´ristiques
semi-ineffectives.
Maintenant le fibre Sym(R1,R1(1)) n’est plus engendre´ par ses sec-
tions. Cependant l’intersection de l’hyperplan image de Sym(R1,R1(1))
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dans Sym(R1,R1(1))(b) avec l’hypersurface des application line´aires
syme´triques de R1 −→ R1(1) de de´terminant nul est irre´ductible de
codimension 1 dans l’image. L’image re´ciproque de cette intersection
de´finit une hypersurface de Symos(R1,R1(1)). Cette hypersurface est K-
invariante et de´finit l’hypersurface des theˆta-caracte´ristiques de SIosa (d)
passant par b. Cette hypersurface est donc irre´ductible et ceci est en-
core vrai sans supposer la O-stabilite´. Si d 6= 6 ceci de´montre (ii), si
d = 6 il faut encore voir qu’il existe des theˆta-caracte´ristiques ayant
3 sections lin. inde´pendantes ne passant ni par a ni par b. Pour cela,
conside´rons l’e´valuation
Sym(R3,R3(1)) −→ Sym(R3,R3(1))(b)
L’image est un espace line´aire de codimension 5 n’e´tant pas inclus
dans l’hypersurface des application line´aires syme´triques de R2 −→
R2(1) de de´terminant nul. Par conse´quent il existe de telles theˆta-
caracte´ristiques dans Ua(6) qui sont dans Ub(6), d’ou` (ii).
Corollaire 3.13. On a
1) L’hypersurface Θ1(d) de Θp(d) est irre´ductible, le ferme´ Θ
3(d)
est de codimension au moins deux.
2) Le ferme´ Θ2(d) est de codimension au moins deux, sauf si d = 6
ou` la codimension est 1.
De´monstration. L’e´nonce´ est vrai pour l’ouvert Ua,p(d). Il suffit donc
de montrer que Θ1(d) coupe Fa,p(d) suivant un ferme´ de codimen-
sion au moins 2. Soit ℓ une droite de P2 passant par a, (F , σ)
la theˆta-caracte´ristique somme directe orthogonale dO(−1). Alors
(F , σ) ∈ Fa,p(d). Par semi-continuite´ F
1
a(d) est un ferme´ de Fa,p(d), par
irre´ductibilite´ il est de codimension au moins 1 dans Fa,p(d). L’assertion
sur Θ3(d) se de´duit de l’assertion analogue pour l’ouvert Ua,p(d) et de
ce qui pre´ce`de. La de´monstration de 2) est analogue a` celle de 1).
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4. La re´solution minimale d’une theˆta-caracte´ristique
semi-stable
Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique de degre´ d. Conside´rons la
k-alge`bre gradue´ S = k[X0,X1,X2] et le S-module gradue´ M =
⊕n∈ZH
0(F(n)). La re´solution minimale gradue´ de M fournit une
re´solution (⋆):
0 −→ E
φ
−→F −→ F −→ 0
avec E = ⊕ni=1OP2(−ai) et F = ⊕
n+1
i=1 OP2(−bi). Le morphisme φ
s’identifie a` une n × n-matrice φij avec φij ∈ Hom(O(−ai),O(−bi)).
Par minimalite´ de la re´solution, il ne peut exister de i, j tel que φij soit
une constante non nulle. On utilisera ce fait un peu plus loin.
En appliquant le foncteur Hom(·, ω
P2
) a` la re´solution (⋆) on voit,
comme deux re´solution minimales sont isomorphes, que F ≃ E∨, ie.
que −bi = ai − 3 apre`s re´numerotation. Posons b = h
1(F) = h0(F),
c = h1(F(1)) = h0(F(−1)). On a b > c.
Proposition 4.1. Supposons (F , σ) semi-stable. Alors la re´solution
minimale (⋆) est de la forme suivante:
- si b = 0 on a n = d et (ai) = (2, . . . , 2)
- si b = 1 on a n = d− 2 et (ai) = (2, . . . , 2, 3)
De plus, on peut supposer φ syme´trique dans le deux cas.
De´monstration. Cette proposition est due a` Dixon, si b = 0 [3], a`
Catanese [2] sinon (cf. aussi Laszlo [7]) dans le cas ou` le support
sche´matique de (F , σ) est lisse. L’argument de Laszlo se ge´ne´ralise a`
notre situation, quitte a` remplacer l’argument d’irre´ductibilite´ du sup-
port qu’il invoque par un argument utilisant la semi-stabilite´ de (F , σ).
Nous omettons les de´tails ici en raison de la proposition suivante.
Proposition 4.2. Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique semi-stable. Si
(F , σ) est ineffective, F est conoyau du morphisme d2 syme´trique et
ge´ne´riquement injectif, donne´ par la suite spectrale de Beilinson et σ:
H1(F(−1))⊗OP2(−2)
d2−→H1(F(−1))∗ ⊗OP2(−1)
Si (F , σ) est semi-ineffective, alors F est conoyau du morphisme d2
syme´trique et ge´ne´riquement injectif, donne´ par la suite spectrale de
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Beilinson et σ:
K⊗OP2(−2)⊕H
1(F)⊗OP2(−3)
d2−→K∗ ⊗OP2(−1)⊕H
1(F)∗ ⊗OP2,
ou` K est le noyau de l’application canonique H1(F(−1)) −→ H1(F)⊗V
avec V = H0(Q), Q e´tant le quotient tautologique sur P2.
De´monstration. Soit E un OP2-module cohe´rent. La suite spectrale de
Beilinson est donne´e, en degre´ 1, par:
Ep,q1 = H
q(P2, E(p))⊗ Λ−pQ∗.
Elle est d’aboutissement E en degre´ 0, nul sinon.
Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique de degre´ d. Supposons que
h0(P2,F) ≤ 1. Par de´croissance de la suite des h1(F(i)), on a
h1(P2,F(1)) = 0. Nous allons appliquer la suite spectrale de Beilin-
son a` F(1), puis tordre par OP2(−1).
0 0 0
H1(F(−1))⊗ Λ2Q∗(−1) H1(F)⊗Q∗(−1) 0
0 H0(F)⊗Q∗(−1) H0(F(1))⊗O(−1)
Soient H1 et H2 les OP2-modules de cohomologie du complexe
0 −→ H1(F(−1))⊗ Λ2Q∗(−1)
d
−2,1
1−−→H1(F)⊗Q∗(−1) −→ 0,
et K2 et K3 les OP2-modules de cohomologie du complexe
0 −→ H0(F)⊗Q∗(−1)
d
−1,0
1−−→H0(F(1))⊗OP2(−1) −→ 0.
Le terme Ep,q2 s’e´crit par conse´quent:
0 0 0
H1 H2 0
0 K2 K3
Soient L1 et L3 les OP2-modules de cohomologie du complexe
0 −→ H1
d2−→K3 −→ 0
Par suite, on a pour le terme E3:
0 0 0
L1 H2 0
0 K2 L3
30 CHRISTOPH SORGER
Du fait que E3 = E∞, on de´duit que K2 = L1 = 0 et qu’on a la suite
exacte
0 −→ L3 −→ F −→ H2 −→ 0.
De´terminons K3 : Si b = 0, on a bien suˆr K3 = H
0(F(1))⊗OP2(−1).
Si b = 1, conside´rons le diagramme commutatif avec lignes et colonnes
exactes, la premie`re ligne e´tant la dualise´ tordue par H0(F)⊗OP2(−1)
de la suite exacte d’Euler:
0 0
↓ ↓
M1 → M2
↓ ↓
0 → H0(F)⊗Q∗(−1) → H0(F)⊗ V∗ ⊗O(−1) → H0(F)⊗O → 0
‖ ↓ ↓
0 → H0(F)⊗Q∗(−1) → H0(F(1))⊗O(−1) → K3 → 0
↓ ↓
N1 → N2
↓ ↓
0 0
Par le lemme du serpent, M1 ≃ M2 et N1 ≃ N2. Supposons d’abord
que M1 (et donc aussi N1) nul. A ce moment-la`, N1 (et aussi N2)
est isomorphe a` H ⊗ OP2(−1), ou` H est le conoyau de l’application
canonique H0(F) ⊗ V∗ −→ H0(F(1)). Par conse´quent, K3 s’identifie
a` une extension de H0(F) ⊗ OP2 et H ⊗ OP2(−1). L’espace de telles
extensions e´tant nul, on a, si b=1,
K3 = H
0(F)⊗OP2 ⊕H⊗OP2(−1).
Montrons que M1 non nul est impossible. Sinon, ce faisceau est
ne´cessairement isomorphe a`OP2(−1). Mais ceci signifie que K3 s’identifie
a` Oℓ⊕O(−1)
d−2, ℓ e´tant une droite. Puisque H1 est localement libre,
ce Oℓ est contenu dans L3 et par suite dans F . Mais ceci est en contra-
diction avec la semi-stabilite´ de F , la caracte´ristique d’Euler-Poincare´
de Oℓ e´tant strictement positive.
Lemme 4.3. La suite spectrale de Beilinson applique´e a` F∨(1) puis
tordue par OP2(−1) est naturellement isomorphe a` la suivante, dont le
terme E1 est donne´ par
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H0(F(1))∗ ⊗ Λ2Q∗(−1)
∨d
−1,0
1,F
−−−→ H0(F)∗ ⊗Q∗(−1) 0
0 H1(F)∗ ⊗Q∗(−1)
∨d
−2,1
1,F
−−−→ H1(F(1))∗ ⊗O(−1)
et le terme E2 par
Ker(∨d−1,01,F )
∨d
−2,1
2−−−→Coker(∨d−2,11,F ).
Admettons pour un instant ce lemme est terminons la de´monstration
de la proposition. Montrons d’abord que σ de´finit un isomorphisme de
K∨3 avec H1: par functorialite´, σ fournit un isomorphisme au niveau
des suites spectrales de Beilinson associe´s a` F et F∨ ce qui donne, en
utilisant le lemme pre´ce´dent, le diagramme commutatif
H1(F(−1))⊗ Λ2Q∗(−1)
d
−2,1
1−−→ H1(F)⊗Q∗(−1)
↓ ↓
H0(F(−1))∗ ⊗ Λ2Q∗(−1)
∨d
−1,0
1,F
−−−→ H0(F)∗ ⊗Q∗(−1)
Le morphisme induit au niveau des noyaux, donne l’isomorphisme
τ : H1 −→ K
∨
3 cherche´. On en de´duit, en conside´rant la suite exacte qui
de´finit H1 et H2 que H2 est de degre´ nul et de caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ nulle. Comme H2 est de torsion en tant que conoyau de F , il
est ne´cessairement nul.
Par conse´quent, F s’identifie au conoyau du morphisme d−2,12 :
H1 −→ K3. En utilisant la functorialite´ des suites spectrales de
Beilinson et la syme´trie de σ, on obtient le diagramme commutatif
suivant:
H1
d
−2,1
2−−→ K3
τ ↓ d2ց ∨τ ↓
K∨3 −−−→
∨d
−2,1
2
H∨1
On en de´duit que F s’identifie au conoyau du morphisme syme´trique
d2
De´monstration du lemme 4.3: Pour de´montrer ce lemme, revenons a`
la de´finition de la suite spectrale de Beilinson: soit D· le complexe
0 −→ Λ2Q∗ ×OP2(−2) −→ Q
∗ ×OP2(−1) −→ OP2 ×OP2 −→ 0
donne´ par la re´solution de la diagonale ∆ ⊂ P2×P2 de Beilinson. Alors
on a Rp1∗(D
· ×F) = F dans Dbc(P
2) et la suite spectrale de Beilinson
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est donne´e par la suite spectrale des foncteurs hyperderive´s. Dans
notre cas, la suite spectrale conside´re´e est celle obtenue en regardant
le complexe
L· = D· ⊗O
P2×P2
(O(−1)×O(1))×F .
Ceci s’applique de meˆme au faisceau F∨. Conside´rons maintenant
le complexe M· = RHom(L·, p!1(Λ
2Q∗(−2))) dans Dbc(P
2 × P2) ou`
p!1(G) = p
∗
1(G)⊗p
∗
2(ωP2 )[2] pour un OP2-module cohe´rent G. Par dualite´
de Grothendieck-Serre, on a, dans Dbc(P
2),
Rp1∗(M
·) = RHom(Rp1∗(L
·)) = F∨
De plus, dans Dbc(P
2 × P2), on a
M· ≃ Hom(D·,Λ2Q∗ ×OP2(−2))⊗O
P2×P2
(O(−1)×O(1))×RHom(F , p∗2(ωP2 ))[2].
La suite spectrale des foncteurs hyperde´rive´s du dernier complexe est
celle cherche´e et l’isomorphisme de suites spectrales du lemme se de´duit
de l’isomorphisme naturel
D· ≃ Hom(D·,Λ2Q∗ ×OP2(−2))[2],
de´duit de l’isomorphisme Q∗ ×O(−1) ≃ Q×O(+1)⊗O
P2×P2
Λ2Q∗ ×O(−2).
Dans la suite, on aura besoin d’une description de la re´solution
minimale d’une theˆta-caracte´ristique (F , σ) semi-stable dans le cas ou`
b = 2. A ce moment la`, h1(F(2)) = h0(F(−2)) = 0 et, a priori, deux
cas se pre´sentent suivant si c = 0 ou c = 1.
Conside´rons d’abord le cas ou` c = 1. Remarquons qu’on a −ai+3 ≥
−1, ie. ai ≤ 4 ici, h
1(F(2)) e´tant nul. De plus, on a force´ment ai ≥ 0. En
effet, s’il existait un i tel que ai ≤ −1 on aurait ai+aj−3 ≤ aj−4 ≤ 0
pour tout j ce qui est en contradiction a` la minimalite´ de la re´solution.
Le fibre´ E est donc de la forme
4
⊕
i=0
niOP2(−i). En tordant la re´solution
par OP2(−1), on voit que n4 = 1 car c = 1. De plus, comme h
0(F) = 2
ceci impose n0 ≥ 1 et n0 − n3 = 1. Encore par minimalite´ de la
re´solution n0 > 1 est impossible, d’ou` ne´cessairement n0 = 1 et n3 = 0.
GROUPE DE PICARD 33
On a donc la factorisation suivante:
0 0
↓ ↓
0 −→ OP2 −→ OP2(1) −→ Oℓ(1) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ E −→ E∨ −→ F −→ 0
Le noyau de Oℓ(1) −→ F est, par le lemme du serpent, dans le conoyau
de OP2 −→ E. Par conse´quent, puisque ce conoyau est localement libre,
Oℓ(1) s’injecte dans F ce qui est en contradiction avec la semi-stabilite´
de (F , σ). Par suite, c est ne´cessairement e´gale a` 0. Dans ce cas la`, on a
1 ≤ ai ≤ 3, E =
3
⊕
i=1
niOP2(−i) avec n3 = 2 et la factorisation suivante:
0 0
↓ ↓
0 −→ n1OP2(−1) −→ 2OP2 −→ K −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ E −→ E∨ −→ F −→ 0
Si n1 = 2, alors on a K ⊂ F mais χ(K) > 0 ce qui contredit la semi-
stabilite´ de F . Il reste finalement le cas ou` n1 = 1 ou n1 = 0. On a
donc de´montre´ la proposition suivante:
Proposition 4.4. Soit (F , σ) une theˆta-caracte´ristique semi-stable
telle que h0(F) = 2. Alors la re´solution minimale de F qui est soit
de type (I)
0→ (
d−6
⊕
i=1
OP2(−2))⊕ 2OP2(−3)
φ
−→(
d−6
⊕
i=1
OP2(−1))⊕ 2OP2 → F → 0
soit de type (II)
0→ O(−1)⊕(
d−5
⊕
i=1
O(−2))⊕ 2O(−3)
φ
−→O(−2)⊕(
d−5
⊕
i=1
O(−1))⊕ 2O → F → 0.
La premie`re re´solution impose d ≥ 6. Donc si d = 5, la re´solution est
ne´cessairement du deuxie`me type.
Proposition 4.5. Si (F , σ) est une theˆta-caracte´ristique de Θ1(d)\Θ2(d)
localement libre sur son support alors la re´solution minimale de F est
de type (I).
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De´monstration. Il s’agit de montrer que n1 = 1 est impossible dans
ce cas-la`. Le morphisme OP2(−1) −→ 2OP2 du diagramme est donne´
par deux sections α et β. Supposons α et β proportionnel. A ce
moment la`, K a Oℓ comme sous-faisceau, ℓ la droite de´finie par α.
Or ce sous-faisceau s’injecte dans F ce qui donne une contradiction
a` la semi-stabilite´ de F . Sinon, les sections α et β de´finissent deux
droites distinctes qui se coupent en un point a ∈ P2. Soit F le sous-
fibre´ OP2(−1) de E. Son ϕ-orthogonal est donne´ par la somme directe
de OP2(−1) avec n2OP2(−2) et le noyau de la fle`che 2OP2(−3) −→
OP2(−2) de´fini par α et β. Ce noyau est isomorphe a` OP2(−4). Le
quotient E/F⊥ est isomorphe a` Ia(−2) ou` Ia est le faisceau d’ide´aux
du point a. Conside´rons le diagramme suivant avec suites verticales des
0-suites, suites horizontales exactes:
0 0
↓ ↓
0 −→ F −→ E −→ E/F⊥ −→ 0
‖ ↓ ↓
0 −→ F −→ E∨ −→ F∨ −→ 0
↓ ↓
F −→ Ca
↓ ↓
0 0
Chaque 0-suite verticale n’a de la cohomologie uniquement en degre´ 0.
Soient H, L et F ′ les faisceaux de cohomologie respectivement. On a
donc une suite exacte
0 −→ H−→L−→F ′−→0.
Soit K· le complexe 0 → F → E → E/F⊥ → 0. Les suites
spectrales ′Ep,q2 = H
p(Extq(K·, ω)) et ′′Ep,q2 = Ext
p(Hq(K·, ω)) sont
d’aboutissement Extp+q(K·,OP2). On en de´duit la suite exacte
0−→L−→Ext0(K·,OP2)−→Ca−→0
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et l’identification Ext0(K·,OP2) = H
∨. On obtient un diagramme
0 0
↓ ↓
0 −→ H −→ L −→ F ′ −→ 0
‖ ↓ ↓
0 −→ H −→ H∨ −→ E −→ 0
↓ ↓
Ca = Ca
↓ ↓
0 0
Les theˆta-caracte´ristiques F et E sont donc toutes les deux extensions
de Ca avec F
′. La premie`re a deux, la deuxie`me trois sections. Mais
si F est localement libre sur en a, l’espace de telles extensions est de
dimension 1. En particulier, toutes ces extensions sont munies d’une
forme quadratique. On obtient ainsi une famille connexe de theˆta-
caracte´ristiques. Mais pour une telle famille la dimension de l’espace
des sections est invariante modulo 2, d’ou` la contradiction cherche´e.
Corollaire 4.6. La theˆta-caracte´ristique ge´ne´rale de Θ1\Θ2 admet une
re´solution de type (I)
De´monstration. D’apre`s ([11] Prop. 8.3), le ferme´ de Θ(d) des theˆta-
caracte´ristiques non localement libres sur leur support sche´matique,
est de codimension au moins 1. Ce ferme´ coupe, par irre´ductibilite´ de
Θ1, le ferme´ Θ1 suivant un ferme´ de codimension au moins 2, d’ou` le
corollaire par la proposition pre´ce´dente.
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5. Groupe de Picard de la composante paire
Conside´rons la composante Θp(d) des theˆta-caracte´ristiques semi-
stables paires. On suppose, dans ce qui suit, que d ≥ 3.
5.1. Le fibre´ pfaffien. Soit (F , σ) une famille de theˆta-caracte´ristiques
parame´tre´e par la varie´te´ alge´brique S. On suppose que S est lisse et
connexe, que le sous-sche´ma S1 de S (voir section 2.3) est de codi-
mension 1 et que S1\S2 est non vide. Ce sous-sche´ma est donc un di-
viseur de Weil et puisque S est lisse un diviseur de Cartier. De´terminons
l’e´quation en un point s ∈ S1\S2: pour cela, on choisit une approxima-
tion anti-syme´trique de la cohomologie de F de´finie au voisinage Us de
s, qu’on peut supposer de la forme
H0(Fs)× Us
a
−→H0(Fs)
∗ × Us,
avec a : Us −→ Λ
2H0(Fs)
∗. Identifions via σ et dualite´ de Serre les
espaces vectoriels H0(Fs)
∗ avec H1(Fs) et conside´rons le morphisme
Pf(a) : Us −→ Λ
maxH1(Fs) ≃ k
associant a` t ∈ Us le pfaffien de la matrice anti-syme´trique a(t). Par
de´finition, le sous-sche´ma S1 est de´fini au voisinage de s ∈ S1\S2 par
cette e´quation.
Le fibre´ inversible, unique a` isomorphisme pre`s, associe´ a` S1 sera
appele´ fibre´ pfaffien et note´ P(F ,σ). SiDF est le fibre´ de´terminant associe´
a` la famille F , on a, sur l’ouvert S1\S2 de S1, que
P2(F ,σ) = DF ,
le de´terminant d’une matrice anti-syme´trique e´tant le carre´ du pfaffien
de celle-ci. Par irre´ductibilite´ de S1, le ferme´ S2 est de codimension 2
dans S. Par lissite´ de S, le carre´ du fibre´ pfaffien est le fibre´ de´terminant
sur S entier.
Conside´rons maintenant le bon quotient Tssp (d) −→ Θp(d) de la
section 2.2. Soit (F , σ, α) la famille universelle sur Tssp (d) et T
ss,1(d) le
diviseur de Cartier comme ci-dessus. On verra dans la section suivant
que Θ1(d) est inte`gre. Ainsi, Tos,1p (d) est irre´ductible et comme le
ferme´ de Tssp (d)\T
os
p (d) est de codimension 2 dans T
ss
p (d), l’ouvert
Tos,1p (d) ⊂ T
ss,1
p (d) est partout dense dans T
ss,1
p (d) ce qui montre que
Tss,1p (d) est irre´ductible lui aussi. Ce diviseur est GL(H)-invariant et
non-vide pour d ≥ 5. Soit de plus P(F ,σ) le fibre´ pfaffien de´fini comme
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ci-dessus, DF le fibre´ de´terminant. Ces fibre´s sont des GL(H)-fibre´s
vectoriels inversibles.
Lemme 5.1. Soit d ≥ 5. Alors on a
1) Le fibre´ pfaffien P(F ,σ) descend a` Θ
os
p (d) pour d ≥ 5. De plus,
P(F ,σ) descend a` Θp(d) si et seulement si d = 5.
2) Le fibre´ de´terminant DF descend a` Θp(d).
On note par P le fibre´ inversible obtenu par descente de PF et par
D le fibre´ inversible obtenu par descente de DF .
De´monstration. On utilisera le lemme de descente de Kempf-Drezet-
Narasimhan [5] affirmant que si le groupe re´ductif G ope`re sur la varie´te´
alge´brique Y et si π : Y −→ Z est un bon quotient de Y par Z, alors
un G-fibre´ inversible L˜ est de la forme π∗(L) pour L ∈ Pic(Z) (ie.
L˜ descend a` Z) si et seulement si l’action du stabilisateur sur L˜y est
triviale en tout point y ∈ Y d’orbite ferme´e.
Montrons la premie`re assertion: en un point [Ft, σt, αt] ∈ T
os
p l’action
du stabilisateur {±1} sur P(Ft,σt) est donne´e par
g 7→ gh
1(Ft)
L’action est donc triviale, h1(Ft) e´tant pair et, par le lemme de
Kempf, P(F ,σ) descend a` Θ
os
p (d). Maintenant, si d = 5, toute theˆta-
caracte´ristique paire (F , σ) de degre´ d ayant des sections est stable,
puisqu’il n’existe pas de theˆta-caracte´ristique paire de degre´ compris
entre 1 et 4 ayant des sections. L’action du stabilisateur est donc triviale
en tout point de Tssd (d) et, par le lemme de Kempf, P(F ,σ) descend a`
Θp(d). Si d ≥ 6, on conside`re la theˆta-caracte´ristique somme directe
orthogonale
(G, τ) = OC⊕OC′ ⊕(d− 6)Oℓ
avec ℓ une droite, C et C′ deux courbes elliptiques non proportionnelles
du plan projectif. Choisissons une identification α : H0(G(N)) ≃ kdN
et conside´rons le point (G, τ, α) de Tssp (d). Le stabilisateur en ce point
s’identifie a` {±1} × {±1} × O(d − 6) et son action sur Λ2(H1(G)) est
donne´e par
(g1, g2, g3) 7→ g
h1(OC)
1 g
h1(OC′ )
2 .
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On voit alors que (−1, 1) et (1,−1) n’ope`rent pas trivialement et que
P(F ,σ) ne peut descendre a´ Θ
os
p (d) entier. La deuxie`me assertion re´sulte
de [9]
5.2. Le diviseur Θ1(d). Si d ≥ 5, le diviseur Θ1(d) est non-vide. Ce
qui est important pour notre propos est qu’il est inte`gre, comme le
montre la proposition suivante:
Proposition 5.2. Le ferme´ Θ1(d) ⊂ Θp(d) est irre´ductible et re´duit,
lisse aux points O-stables de Θ1(d)\Θ2(d).
De´monstration. De´montrons d’abord l’e´nonce´ concernant la lissite´. Si
d ≤ 4, l’e´nonce´ est vide, supposons donc d ≥ 5. Soient (G, τ) ∈
Θ1(d)\Θ2(d) une theˆta-caracte´ristique O-stable, S un voisinage e´tale
de (G, τ) et (F , σ) une famille universelle sur S × Θp(d), ie. telle que
le morphisme modulaire de´duit de (F , σ) et S soit le reveˆtement e´tale
S −→ Θp(d) donne´. Il s’agit donc de montrer l’assertion pour un point
s ∈ S dont l’image est (G, τ), ie. tel que (Fs, σs) ≃ (G, τ). Choisissons,
au voisinage de s, une approximation E
a
−→E∗ antisyme´trique de la
cohomologie de F .
En ge´ne´ral, la varie´te´ de´terminantielle S1 est lisse de codimension 1
en s si et seulement si le morphisme canonique
φ : TsS −→ Λ
2(Ker as)
∗
est surjectif. Comme dans [6] on montre qu’on a un diagramme anti-
commutatif
TsS
φ
−→ Λ2H0(Fs)
∗
ψ ↓ րχ
Ext1asym(Fs,Fs)
ou` ψ de´signe le morphisme de de´formation de Kodaira-Spencer et χ le
co-morphisme de Petri, ie. le morphisme de´fini par l’accouplement de
Yoneda:
H0(Fs)× Ext
1(Fs,Fs) −→ H
1(Fs)
Comme ψ est surjectif en s il suffira de montrer que χ est surjectif
en s. Pour montrer que χ est surjectif il suffira de montrer que le
morphisme naturel
ζ : Ext1(G,G) −→ L(H0(G),H1(G))
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est surjectif. En effet, si f ∈ Λ2H0(G)∗, il existerait g ∈ Ext1(G,G) tel
ζ(g) = f . Or g′ = 1/2(g −∨ g) ∈ Ext1asym(G,G) et χ(g
′) = f . Pour
montrer la surjectivite´ de ζ on utilise la re´solution de la proposition
4.2 de G:
0 −→ F
ϕ
−→F∨ −→ G −→ 0.
avec F = (⊕d−6i=1 OP2(−2))⊕ 2OP2(−3) ou F = OP2(−1)⊕(⊕
d−6
i=1 OP2(−2))⊕ 2OP2(−3).
Conside´rons maintenant l’accouplement
H0(F∨)× Ext2(F∨,F) −→ H2(F)
On obtient un diagramme commutatif
Ext1(G,G)
f
−→ Ext2(F∨,F)
ϕ ↓ ϑ ↓
L(H0(G),H1(G))
g
−→ L(H0(2OP2),H
2(2OP2(−3))
ou` les fle`ches verticales sont donne´s par les accouplements et ou` f est
donne´e par la suite spectrale qui calcule les Exti(G,G) a` partir de la
re´solution de G. Le morphisme f est surjectif et g est un isomorphisme.
De plus, ϑ est un isomorphisme par dualite´ de Serre. Par suite, ϕ est
surjectif aussi et S1\S2 est lisse aux points ferme´s correspondant a`
des theˆta-caracte´ristiques O-stables. Ceci de´montre l’assertion de la
proposition concernant la lissite´.
On sait de´ja` que la sous-varie´te´ Θ1(d) est irre´ductible de codimension
1. D’apre`s ce que pre´ce`de ce ferme´ est ge´ne´riquement lisse. Par suite il
est re´duit, ce qui termine la de´monstration de la proposition.
5.3. L’ouvert I(d) ⊂ Θp(d). Conside´rons le fibre´ vectoriel
E = A⊗k OP2(−2),
avec A = kd. Soit X˜ l’espace vectoriel des morphismes syme´triques
q : E −→ E∨. Si q est injectif comme morphisme de faisceaux,
son conoyau F est de dimension 1, muni d’une structure de theˆta-
caracte´ristique σ provenant de la syme´trie de q. Le faisceau F est
force´ment semi-stable. En effet, aucun sous-faisceau cohe´rent E de F
ne peut avoir des sections non nulles, ce qui implique χ(E) ≤ 0. On
note X ⊂ X˜ l’ouvert des morphismes q tels que q soit injectif.
La groupe G = GL(A) ope`re sur X en associant a` au morphisme
syme´trique q le morphisme syme´trique g.q =t g−1 ◦ q ◦ g−1.
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Proposition 5.3. Le morphisme modulaire f : X −→ I(d) fait de I(d)
un bon quotient de X par G
De´monstration. On aura besoin du lemme de transitivite´ de bons
quotients de Seshadri:
Lemme 5.4. Soit G un groupe alge´brique, N un sous-groupes distingue´
ferme´ de G. Supposons que G ope`re sur les varie´te´s alge´briques X et Z
et que la varie´te´ alge´brique Y est un bon quotient de X par N. Soit
de plus g : X −→ Z un morphisme G-e´quivariant qui se factorise
suivant un morphisme G/N-e´quivariant h : Y −→ Z. Alors g est un
bon quotient si et seulement si h est un bon quotient.
Conside´rons le triplet universel [F , σ, α] sur Tssineff(d) × P
2, ou`
Tssineff(d) est l’ouvert de T
ss(d) correspondant aux triplets dont la
theˆta-caracte´ristique sous-jacente est ineffective. Conside´rons de plus
le fibre´ de repe`res R au dessus de Tssineff (d) dont la fibre au-dessus de
[Fs, σs, αs] parame`tre les isomorphismes A ≃ H
1(Fs(−1)). Le groupe
GL(H) × G ope`re sur R et R −→ Tssineff(d) est un bon quotient de R
par GL(H), puisque localement triviale dans la topologie de Zariski de
groupe structural GL(H). La re´solution 4.2 fournit un morphisme de
R dans X. De plus, ce morphisme fait de R un fibre´ localement trivial
dans la topologie de Zariski de groupe structural G. Ces morphismes
forment un diagramme commutatif
R −→ X
↓ ↓
Tssineff (d) −→ I(d)
En appliquant maintenant le lemme de Seshadri deux fois, obtient la
proposition.
Proposition 5.5. Soit E un fibre´ vectoriel tel que S2E∗(−3) soit en-
gendre´ par ses sections globales. Soit Γ l’espace des sections globales de
S2E∗(−3) et Γi l’ouvert des sections induisant un morphisme injectif
en tant que morphisme de faisceau E−→E∨. Alors le comple´mentaire
de Γi dans Γ est de codimension au moins deux.
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De´monstration. Soit r = rang(E), γ = dimΓ. Conside´rons le dia-
gramme suivant:
Γ× P2
ev
−→ S2E∗(−3)
π ↓
Γ
Le morphisme d’e´valuation, note´ ev, est un morphisme de varie´te´s
alge´briques surjectif. Soit D ⊂ S2E∗(−3) le sous-fibre´ dont la fibre au
dessus de x ∈ P2 consiste en les qx, tels que qx : Ex−→E
∗
x soit de rang
infe´rieur ou e´gal a` r−1. Remarquons que D est de rang r(r+1)/2−1.
Conside´rons l’image re´ciproque D˜ de D sous le morphisme d’e´valuation.
On a D˜ = {(q, x)/ rang q(x) ≤ r− 1} et la varie´te´ D˜ est irre´ductible de
dimension γ + 1. Conside´rons la projection π˜ : D˜ −→ Γ obtenue par
restriction de π a` D˜. Il s’agit de voir que le ferme´ Γ1 de Γ des points ou`
la fibre est de dimension 2 est de codimension au moins 2. Remarquons
d’abord que Γ1 est un ferme´ strict, la fibre ge´ne´rale de π˜ e´tant une
courbe lisse. Maintenant, la codimension de Γ1 dans Γ ne peut eˆtre 2.
Sinon, π˜−1(Γ1) serait un ferme´ de D˜ de dimension γ+1 et serait donc,
par irre´ductibilite´ de D˜, e´gale a` D˜. Contradiction.
Pour les estimations de codimension de cette section et de la suivante,
on a besoin de la proposition suivante, variante de la proposition 1.5
de [4].
Proposition 5.6. Soit (F , σ) une famille de theˆta-caracte´ristiques
parame´tre´e par la varie´te´ alge´brique S. Soit
H = Grothisotr(F/S,P) −→ S
le sche´ma de Hilbert relatif des paires (s, E) d’un point s de S et d’un
quotient cohe´rent Fs/E de polynoˆme de Hilbert P tel que E ⊂ F soit
totalement isotrope pour σs. Alors pour tout point t = (s, E) de H on
a la suite exacte
TtH −→ TsS
ω+
−→Ext1asym(E , E
∨),
ou` ω+ est le compose´ du morphisme de Kodaira-Spencer κ : TsS −→
Ext1asym(Fs,Fs) et du morphisme canonique Ext
1
asym(Fs,Fs) −→ Ext
1
asym(E , E).
Lemme 5.7. Soit Xos ⊂ X l’ouvert des q induisant des theˆta-
caracte´ristiquesO-stables. Alors la codimension du ferme´ comple´mentaire
a` Xos dans X est au moins deux.
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De´monstration. On montre le lemme en deux e´tapes: d’abord (i) on
montre qu’on a codim
X
(X\Xs) ≥ 2, ou` Xs de´signe l’ouvert de X
correspondant aux theˆta-caracte´ristiques stables, puis (ii) on montre
que codim
Xs
(Xs\Xos) ≥ 2, ou` Xs de´signe l’ouvert correspondant aux
theˆta-caracte´ristique O-stables. Pour (i) on utilise la proposition 5.6,
applique´e a` la famille des theˆta-caracte´ristiques parame´tre´e par X et
de´finie par le conoyau du morphisme universel:
q : A⊗OXos×P2(−2) −→ A
∗ ⊗OXos×P2(−1).
Le morphisme ω+ est surjectif, la famille en question e´tant comple`te
et le morphisme canonique Ext1asym(Fs,F
∨
s ) −→ Ext
1
asym(E , E
∨) e´tant
surjectif.
On est donc ramene´ a´ prouver que si 0 6= E ⊂ F est un sous-faisceau
totalement isotrope de F et de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ 0, la
dimension de Ext1asym(E , E
∨) est au moins 2. Or, d’apre`s la proposition
8.5 de [11], on a
dimHom1asym(E , E
∨)− dimExt1asym(E , E
∨) = −
d(E)(d(E) + 3)
2
d’ou` dimExt1asym(E , E
∨) ≥ 2 pour d(E) ≥ 1.
Pour (ii), conside´rons deux sous-espaces vectoriels non nuls A′ et A′′
de A de dimension respectivement a′ et a′′ et tels que A = A′⊕A′′. On
a un morphisme
φ : S2A
′∗ ⊗V × S2A
′′∗ ⊗V −→ S2A∗ ⊗ V
en associant a` (q′, q′′) le morphisme syme´trique(
q′ 0
0 q′′
)
L’image de φ est un ferme´ de X de codimension 3a′a′′. Soit Y ⊂ X le
G-sature´ de cet image. Comme l’action de GL(A) sur Xs est propre,
l’image re´ciproque de l’image de Y est e´gal a` Y. Maintenant, le sous-
groupe de G des matrices du type(
g′ 0
0 g′′
)
avec g′ ∈ GL(A′) et g′′ ∈ GL(A′′) stabilise l’image de φ la codimension
de Y est au moins 3a′a′′ − a2 + a
′2 + a
′′2 = a′a′′. Pour a = d ≥ 3 ce
nombre est au moins 2.
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Il reste, cf. ([11], 1.4), a` conside´rer le cas des theˆta-caracte´ristiques
hyperboliques. A ce moment-la`, a est pair et l’on conside`re une
de´composition A = A′⊕A′. Un argument analogue a` celui ci-dessus
montre que la codimension est aussi au moins deux dans ce cas, d’ou`
(ii), ce qui termine la de´monstration du lemme.
Soit G = G/{± id}. D’apre`s ce que pre´ce`de, les seules fonctions
inversibles sur X sont les constantes non nulles et le groupe de Picard
de X est re´duit au fibre´ en droites trivial. Il en de´coule que le groupe
PicG(X) des G-fibre´s inversibles sur X est isomorphe au groupe χ(G)
des caracte`res de G. Ce groupe est isomorphe a` Z. Nous choisissons
pour ge´ne´rateur le caracte`re
χ : f 7→
{
det−1(f) si d est pair
det−2(f) si d est impair
Soit Lχ le G-fibre´ inversible associe´ a` χ. Puisque G ope`re librement
sur l’ouvert Xos des points correspondant aux theˆta-caracte´ristiques
O-stables, tout G-fibre´ inversible descend a` Ios(d). On de´duit que
Pic(Ios(d)) est isomorphe a` Z, nous choisissons pour ge´ne´rateur le fibre´
inversible L, obtenu par descente de Lχ.
5.4. Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.1. Conside´rons le
morphisme d’oubli γ : Ios(d) −→ Ns(d, 0).
Lemme 5.8. γ∗(LN) =
{
L⊗2 si d est pair
L si est impair
De´monstration. On utilise la proprie´te´ universelle qui de´finit LN. Con-
side´rons sur Xos × P2 le morphisme universel
q : A⊗OXos×P2(−2) −→ A
∗ ⊗OXos×P2(−1)
dont on note F le conoyau. Le OXos×P2-module F de´finit une famille
X-plate de faisceaux O-stables de dimension 1 sur P2. Soit fF le mor-
phisme modulaire associe´ a` cette famille. Par la proprie´te´ universelle
qui de´finit LN, on a
f ∗F(LN) = λF(u) avec u la classe d’un point.
Or la re´solution de F montre que λF(u) s’identifie au G-fibre´ inversible
(det(A))−2 ⊗OXos.
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L’image re´ciproque de LN sous fF s’identifie donc suivant si d est pair
ou impair a` L⊗2χ ou Lχ.
Par construction on a un diagramme commutatif:
Xos
π ↓ ց fF
Ios(d)
γ
−→ Ns(d, 0)
Il en de´coule que, suivant si d est pair ou impair γ∗ envoie LN sur L
⊗2
ou L ce qui de´montre le lemme.
Conside´rons le morphisme d’oubli β : Θos(d) −→ Ns(d, 0).
Lemme 5.9. On a β∗(DN) =
{
O si d ≤ 4
P2 si d ≥ 5
De´monstration. C’est e´vident d’apre`s la proprie´te´ universelle qui de´finit
le fibre´ de´terminant et le fait que P2 = D.
Conside´rons maintenant la restriction
i∗ : Pic(Θosp (d)) −→ Pic(I
os(d))
Puisque Θosp (d) est lisse, le noyau de i
∗ est donne´ par ZP. Le groupe
de Picard de Θosp (d) est donc librement engendre´ par L et P.
Conside´rons maintenant le diagramme commutatif de morphismes
naturels
Pic(Θp(d))
ρ
−→ Pic(Θosp (d))
↑ ↑
Pic(NP2(d, 0))
ρN−→ Pic(Ns
P2
(d, 0))
Le morphisme ρN est un isomorphisme, NP2(d, 0) e´tant localement
factorielle; le morphisme ρ est injectif, Θp(d) e´tant normale. Il de´coule
du lemme 5.8 et du diagramme que, si d ≥ 3 est impair, L est dans
l’image de ρ. Si d ≥ 4 est pair L⊗2 est de meˆme dans l’image de ρ, mais
L ne l’est pas puisque Lχ ne descend pas a` I(d). Il de´coule du lemme
5.9 et du diagramme que P2 est dans l’image de ρ pour d ≥ 5, mais P
ne l’est que pour d = 5 d’apre`s le lemme 5.1. Les fibre´ inversibles P2 et
suivant si d est impair L ou si d est pair L⊗2, s’e´tendent donc, et ceci
de fac¸on unique, a` Θp(d) entier.
Comme l’image re´ciproque deOPN(1) sous le morphisme sche´matique
σ
N
: N(d, 0) −→ PM,
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avec M = d(d+ 3), s’identifie a` LN on obtient aussi le lemme suivant:
Lemme 5.10. Si σΘ : Θp(d) −→ P
N, avec N = d(d+3)/2, est le mor-
phisme qui associe a` une theˆta-caracte´ristique son support sche´matique,
l’image re´ciproque de OPN(1) s’identifie, si d est pair, a` l’extension
unique de L2 a` Θp(d), et, si d est impair, a` l’extension unique de L a`
Θp(d).
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6. Groupe de Picard de la composante impaire
Conside´rons la composante Θi(d) des theˆta-caracte´ristiques semi-
stables impaires. On suppose, dans ce qui suit, que d ≥ 4.
6.1. L’ouvert SI(d) ⊂ Θi(d). Conside´rons le fibre´ vectoriel
E = H′ ⊗k OP2(−2)⊕H
′′ ⊗k OP2(−3),
avec H′ = kd−3 et H′′ = k. Soit de plus X˜ l’espace vectoriel des
morphisme syme´triques q : E −→ E∨. Si q est ge´ne´riquement injectif
son conoyau F est de dimension 1, muni d’une structure de theˆta-
caracte´ristique σ provenant de la syme´trie de q. On note X′ ⊂ X˜
l’ouvert des morphismes q tels que q soit ge´ne´riquement injectif. D’apre`s
la proposition 5.5 la codimension du comple´mentaire de X′ dans X˜ est
au moins 2. Soit X ⊂ X′ l’ouvert de X′ des q de´finissant une theˆta-
caracte´ristique semi-stable.
Proposition 6.1. La codimension du ferme´ comple´mentaire de X
dans X′ est au moins deux.
De´monstration. On utilise la proposition 5.6 applique´e a` la famille de
theˆta-caracte´ristiques X′-plate de´finie par le quotient du morphisme
universel sur X′×P2. On ve´rifie que le morphisme ω+ est surjectif et l’on
est donc ramene´ a` prouver que si E ⊂ F est un sous-faisceau totalement
isotrope non nul et propre de F tel que χ(E) = 1, alors Ext1(E , E∨) est
de dimension au moins 2. Mais ceci se montre facilement en utilisant
une variante de la proposition 8.5 de [11].
Le groupe alge´brique G = Aut(E) ope`re sur X en associant a` g ∈ G
et q ∈ X l’e´le´ment g.q =∨ (g−1)qg−1.
Proposition 6.2. Le morphisme modulaire X −→ SI(d) est un bon
quotient
De´monstration. Identifions d’abord les e´le´ments de X aux matrices
q =
(
u v
∨v w
)
avec u ∈ L(S2H
′∗,V∗), v ∈ Hom(H′′ ⊗ O(−3),H
′∗ ⊗ O(−1)) et w ∈
L(S2H
′′∗,W∗) avec V = H0(O(1) et W∗ = H0(O(3)).
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Soit N ⊂ G le sous-groupe distingue´ et ferme´ de G forme´ des e´le´ments
g =
(
1 b
0 1
)
avec b ∈ Hom(H′′⊗O(−3),H′∗⊗O(−1)). Le quotient G/N s’identifie a`
GL(H′)×GL(H′′). Le groupe alge´brique N ope`re (comme sous-groupe
de G) sur X. Cette action est donne´e en associant a` g ∈ N et q ∈ X
g.q =
(
u −ub+ v
−∨bu+∨ v ∨bub− (∨bv +∨ vb) + w
)
Le morphisme u est ge´ne´riquement injectif. En effet, sinon, soit N son
noyau. On obtiendrait un diagramme commutatif
0 0
↓ ↓
N = N
(i,0) ↓ (0,∨vi) ↓
0 → H
′
⊗O(−2)⊕H
′′
⊗O(−3) → H
′∗ ⊗O(−1)⊕H
′′∗ ⊗O → F → 0
↓ ↓ ‖
0 → Im(u)⊕H
′′
⊗O(−3) → H
′∗ ⊗O(−1)⊕ H
′′
⊗O
N
→ F → 0
↓ ↓
0 0
Mais H
′′
⊗O
N
est de dimension 1 et, comme Im(u) est sans torsion,
s’injecterait dans F , ce qui est impossible en raison de la semi-stabilite´
de F . Par conse´quent, si le morphisme ub = 0, on a b = 0. On en
de´duit que l’action de N sur X est libre, puisque l’application donne´e
par l’ope´ration
Hom(H′′ ⊗O(−3),H′∗ ⊗O(−1))×X −→ X×X
est donc une immersion ferme´e.
Il existe un quotient ge´ome´trique Y de X par l’action de N.
Conside´rons maintenant le fibre´ de repe`res R au dessus de Tsss−ineff(d)
dont la fibre au-dessus de [Fs, σs, αs] parame`tre les isomorphismes
β : kd−3 ≃ Ker(H1(Fs(−1))
d
−2,1
1−−→H1(Fs)) et γ : k ≃ H
1(Fs).
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On a un diagramme commutatif
R
a
−→ X/N
p ↓ f ↓
Tsss−ineff(d) −→ SI(d)
ou` le morphisme a est donne´ par la proposition 4.2 et la proprie´te´
universelle e´vidente de X/N. Maintenant p est un bon quotient. Par
le lemme de Seshadri, R −→ SI(d) l’est aussi. Puisque a est un bon
quotient, f l’est aussi, encore par le lemme de Seshadri. Ce lemme
applique a` nouveau au morphisme modulaire X −→ SI(d) montre que
ce dernier est un bon quotient, d’ou` la proposition.
Lemme 6.3. Soit Xos ⊂ X l’ouvert des q induisant des theˆta-
caracte´ristiquesO-stables. Alors la codimension du ferme´ comple´mentaire
est au moins deux.
De´monstration. Analogue a` la de´monstration du lemme 5.7.
Soit G = Aut(E)/{±Id}. On de´duit des propositions 5.5 et du lemme
pre´ce´dent que les seules fonctions inversibles sur X sont les constantes
non nulles et que le groupe de Picard de X est re´duit au fibre´ en droites
trivial. Il en de´coule que le groupe PicG(X) des G-fibre´s inversibles sur
X est isomorphe au groupe χ(G) des caracte`res de G. Le groupe des
automorphismes de E est forme´ de matrices f de la forme
f =
(
α γ
0 β
)
.
Le groupe des caracte`res de G est donne´ par f 7→ (detα)k(det β)ℓ ou`
les entiers k et ℓ satisfont a` l’e´quation (d− 3)k+ ℓ = 0 mod 2. Si d est
impair, ce sont les couples (k, ℓ) ∈ Z × Z avec ℓ pair. Si d est pair, ce
sont les couples (k, ℓ) ∈ Z × Z avec k + ℓ pair. Nous choisissons pour
ge´ne´rateurs les caracte`res
χ
1
: f 7→ det−1(α)det−(d−3)(β)
χ
2
: f 7→ det−2(β)
Soient L1 et L2 les G-fibre´s inversibles associe´s respectivement aux
caracte`res χ
1
et χ
2
. Puisque G ope`re librement sur l’ouvert Xos des
points correspondant aux theˆta-caracte´ristiques O-stables, tout G-fibre´
inversible descend a` SIos(d). On de´duit que Pic(SIos(d)) est isomorphe
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a` un groupe abe´lien libre a` deux ge´ne´rateurs. Pour ge´ne´rateurs nous
choisissons le fibre´ inversible L, obtenu par descente de L1 et le fibre´
inversible D, obtenu par descente de L2.
6.2. Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.2. Soit d 6= 6. Alors
la codimension du ferme´ des theˆta-caracte´ristiques telles que h0(F) ≥ 3
est au moins deux dans Θi(d), d’apre`s les re´sultats de la section 2. Si
d = 6, ce ferme´ est de codimension 1.
Question 6.4. Si d = 6, ce ferme´ est irre´ductible. Est-il re´duit?
On en de´duit que, si d 6= 6, alors on a Pic(SIos(d)) ≃ Pic(Θosi (d)), si
d = 6, alors on a Pic(Θosi (d)) ≃ Pic(SI
os(d))⊕Z.
Conside´rons le morphisme γ : Θos1 (d) −→ NP2(d, 0).
Lemme 6.5. On a γ∗(DN) = D et γ
∗(LN) = L
⊗2 ⊗D⊗(d−4)
De´monstration. On utilise encore la proprie´te´ universelle qui de´finit
LN et DN, cette fois-ci applique´e a` la famille des faisceaux semi-stables
de´finie comme conoyau du morphisme universel sur X× P2:
q : H′⊗OX×P2(−2)⊕H
′′⊗OX×P2(−3) −→ H
′∗⊗OX×P2(−1)⊕H
′′∗⊗OX×P2 .
Si u est la classe d’un point, LF(u) s’identifie a` (det(H
′))−2 ⊗
(det(H′′))−2⊗OX, si u = OP2, LF(u) s’identifie a` (det(H
′′))−2⊗OX. De
la` se de´duit le lemme, comme dans le cas de l’e´nonce´ analogue pour la
composante paire.
Conside´rons le diagramme commutatif de morphismes naturels
Pic(Θi(d))
ρ
−→ Pic(Θosi (d))
↑ ↑
Pic(N(d, 0))
ρ
N−→ Pic(Ns(d, 0))
Le morphisme ρ
N
: Pic(N(d, 0)) −→ Pic(Ns(d, 0)) est un isomorphisme,
N(d, 0) e´tant localement factorielle; le morphisme ρ est injectif, Θ(d)
e´tant normale. Il de´coule du lemme et du diagramme que D est
dans l’image de ρθ. De plus L
⊗2 est dans l’image de ρθ, mais L ne
l’est pas, puisque Lχ1 ne descend pas a` SI(d) entier. Ceci termine la
de´monstration de the´ore`me 1.2.
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7. De´monstration du the´ore`me 1.4
Soit d ≥ 4 un entier pair. Supposons l’existence d’une famille uni-
verselle sur un ouvert U ⊂ Θosp (d) On obtient, par image re´ciproque, une
famille universelle (G, τ) parame´tre´e par l’ouvert U′, image re´ciproque
de U sous le morphisme Tssp (d,N) −→ Θp(d). Soit [F , σ, α] le triplet
universel sur Tssp (d,N) et conside´rons le faisceau L = Hom(G,F). Ce
faisceau est un fibre´ en droites sur U′, muni d’une action de GL(H).
Pour α ∈ {±id} cette action est donne´e par
α −→ α idL .
Par lissite´ de Tssp (d,N), L s’e´tend a` T
ss
p (d,N) entier. Que l’action
s’e´tende est conse´quence du lemme suivant, duˆ a` Le Potier [9].
Lemme 7.1. Soit X une varie´te´ affine, lisse et irre´ductible sur laquelle
ope`re le groupe re´ductif et connexe G, f ∈ O(X) un e´le´ment non-nul,
invariant sous l’action de G. Soit Uf l’ouvert de´fini par f 6= 0. Alors
si L est un fibre´ inversible sur X toute action line´aire de G sur L |Uf
s’e´tend a` X entier.
Conside´rons maintenant la theˆta-caracte´ristique suivante: Soit ℓ une
droite de P2 et (M, ρ) de´finie par la somme directe orthogonale
(M, ρ) =
i=d
⊕
i=1
(Oℓ(−1), 1)
Choisissons une identification β de H0(M(N)) avec H. Le stabilisateur
de [F , α, σ] sous l’action de GL(H) s’identifie au groupe orthogonal
O(d). Ce stabilisateur ope`re sur L[M,β,σ]. Une telle ope´ration est donne´e
par un caracte`re de O(d), donc de la forme
g 7→ det(g)n avec n = 0, 1.
Par densite´ de U′ dans Tssp (d,N), l’ope´ration de (−1) sur L[M,ρ,β] est
donne´e par v 7→ −v pour v ∈ L[M,ρ,β]. Mais ceci n’est pas possible, vu
que det(− id) = 1 pour d pair, ce qui donne la contradiction cherche´e.
Soit d ≥ 3 un entier impair.
GROUPE DE PICARD 51
Conside´rons la famille universelle [F , σ, α] sur Tos(d,N)×P2. Soient
p et q les projections canoniques dans le diagramme
Tos(d,N)× P2
p2
−→ P2
p1 ↓
Tos(d,N)
Pour u ∈ K(P2), conside´rons l’e´le´ment suivant dans PicGL(H)(Tos(d,N)) :
LF(u) = det(p1!(F ⊗ p
∗
2(u)).
L’action de α = ±1 est donne´e par
α 7→ α<c,u>
ou` c est la classe de Ktop(P
2) de´finie par (0, d, 0). Choisissons u =
(0, d′, 0) avec d′ impair, ce qui donne < c, u >= 1 mod 2, et posons
L = LF(u). On a une suite exacte
0 −→ A −→ B −→ F −→ 0
sur Tos(d,N)× P2 avec B = H ⊗
k
p∗(OP2(−N)) et A localement libre.
Conside´rons sur Tos(d,N) × P2 l’injection A ⊗ q∗(L) →֒ B ⊗ q∗(L).
Ces Gl(H)-fibre´s descendent. Le conoyau sera une famille universelle
de theˆta-caracte´ristiques sur Θos(d), si L satisfait a´ L ⊗ L = O.
Maintenant pour tout point de Tos(d,N) il existe un voisinage de
Zariski U′ tel que L ⊗ L soit trivial sur U′. On peut supposer cet
ouvert GL(H)-invariant (car L ⊗ L descend), d’ou` l’existence d’une
famille universelle sur l’ouvert U, image de l’ouvert U′. Ainsi, il existe
une famille universelle de theˆta-caracte´ristiques localement dans la
topologie de Zariski. Globalement sur Θos(d), il ne peut exister une
telle famille. Il suffit en effet de conside´rer par exemple l’ouvert des
theˆta-caracte´ristiques ineffectives. D’apre`s ce que pre´ce`de l’existence
d’une telle famille supposerait l’existence d’un GL(A)-fibre´ inversible
d’ordre 2 dans PicGL(A)(X) (avec les notations de la section 5). Mais
on vu que ce groupe est sans torsion.
Question 7.2. Peut-on trouver un reveˆtement e´tale de degre´ 2 de Θ(d)
sur lequel on a une famille universelle?
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